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SU ALCUNE PROPRIETA
DI GEOMETRIA DIFFERENZIALE
DEI CAMPI VETTORIALI®

", ODONE

SyaparivM. — Demonstrantur duae proprietates geometriae difforentialis
validae: prima, de qualibet congruentia linearum; altera, de omni complexu
rectilineo,

Denique notatur possibilitas determinandi aequationem geodeticam cuiuslibet
el universae superficiei.

I, — ENUNCIAZIONE DELLE PROPRIETA
CHE SI VOGLIONO DIMOSTRARE.

Si abbia un campo vettoriale qualunque, definito da un vettore a
funzione nota dol punto generico P dello spazio. Si possono associare
el campo i seguenti due elementi geometriei:

1° 1] sistema delle sue linee di forza, cioé la congruenza di linee
definita da

2° Vinsieme delle rotte ottenute conducendo per ogni punto P
la retta parallela al vettore w.

A} 3 3 -’ . 13 . 3 .
E chiaro che questi due elementi geometrici rimangono gli stessi
se invece del vettore u si considera il vettore Iu, essendo ! un numero

(*) Note presentate dall'Accademico Pontificio G Giorgi, il 10 aprile 1937.
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qualungue funzione di P (*), e che per averli entrambi basta conside-
rave i} vettore nmitario u/mod u, vettore che nel seguito indicheremo
gempre con t,

Cid posto, supponiamo di saper esprimere, com’é effettivamente
sempre possibile, t= u/mod n nella forma seguente:

t=grad m + h grad ¢ ,

essendo m, A, ¢ del numeri funzioni di P (*).
Vogliamo allora dimostrare che valgono le due proprieta seguents:
i sia ¢, n, b il triedro principale in ogni punto delle Knee di
forza w A dP =0, ed 1/p la 1" curvatura in questo stesso punto; si ha

rot t = grad m x grad A A grad ¢ - £+ 1/p - b

e quindi il vettore rott sta nel piano rettificante deile linee di forza
u/dP=0;

9 supponiamo che Pinsieme delle rette, ottenute conducendo per
ogni punto P la retta parallele al vettore m in questo stesso punto,
formi un complesso; dieiamo che da questo complesso si possono rica-
vare delle congruenze normalé di rebie {problema di Transox genera-
lizzato) (*); e precisamente, essendo M il punto che descrive una super-
ficie § == costante (superficic vorticosa rispetto al vettore t) si ha che
il punto Q, dato da

Q=M+[h{)—m]-t,

dove A(J) & un numero funzione qualunque della sola ¢ e dove i valori
delle varie quantith sono calcolati in corrispondenza della posizione

() Quest’osservazione prova, com’s noto, che campi anche tra loro assai
diversi possono avere le stesse lines di forza, le guali quindi non soro un ele-
mento intrinseco del campo,

(® C. BuravLi-Forry e R. MaRcoLONGO, dnalisi Vettoriale Generale, vol. I:
Trasformaziont lineart, pag, 258, Bologna, Zanicholli, 1920. Nel seguito indiche-
remo tale cpera col richinmo 4. ¥ @, I; indicheremo il volume II: Geometria
differenziale (a cura di P, Bunearri, T. Bogsio, C. Burari-Forer) col richiamo
A V. &, IL :

( 8i veda P. AveuLL, Traite de mécanique rationelle, tomo 3°, pag. 463,
Paris, Ganthier-Villars, 1928,




ACTA . i)

i M, descrive una superficie perpendicolare alle rette M w; cosi pure,
essendo M il punto che descrive una superficie X == costante (superficie
vorticosa rispetto al vettore t), si ha che il punto @, dato da

Q=M+[g)—(m+2)]- ¢,

dove g(3) & un numero funzione qualunque della sola X e dove i va-
lori delle varie quantitd sono calcolati in corrispondenzea della posizione
di M, descrive una superficie perpendicolare delle rette Mu.

Le due proprietd ora enunciate si semplificano se si ha rotu xu==0
e quindi anche rottx t=10 (caso esaminato dal prof. Carpovazzo) (*);
ovvero se si ha rott =0 (caso esaminato dal prof. BurarwForrr) (*).

Ma prima di fare la dimostrazione di quanto abbiamo enunciato,
conviene richiamare aleune note proprieth delle superfici vorticose ri-
spetto & un vettore, proprietd di cui ¢i serviremo pitt avanti.

11, — RICHIAMO
DI ALCUNE NOTE PROPRIETA DELLE SUPERFICI VORTICOSE
RISPETTO A UN VETTORE.

Sia /' un numero funzione del punto geuerico P dello spazio. Nel
seguito indicheremo con d, un differensziale corrispondente ad uno spo-
stamento qualunque tangenfe alla superficie f == costante (*); avremo
quindi In particolare grad fx d, P ==0. Sia pol u un vettore funzioue
di P. Se & soddisfatta la condizione

grad f xrotu=0 ,

si dice che lo superfici /= costante sono superfici vorticose rispetto
ad w

(N B. Canporazzo, Sulla geometria differenziale di superficie ecc., « Rend. Ace.
Lincei», wol. XXXIII, serie 5%, 1924,

(*) C.Burari-Fonrrr, Fondament: di geometria differenziale ecc., «Rend. Cire.
Matem. di Palermo », tomo 88, 1911.

(#) Esso non & altro che il déifferenziale superficiale nel senso di Boaaro (4. V. G-,
II, pag. 177),

*
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Valgono allora le due note proprietd seguembi (*):
1" Su una superficio f== costante, vorticoss rispetto ad w, I'espres-
sione u x d, P & un differenziale esatto in due variabili;
20 Posto, come & sempre possibile,

n=grad m + % grad ¢ ,

con m, X, §, numeri funzioni di P, si ha che le superfici % = costante,
{ == costante sono superfici vorticose rispetto ad wu, ciod risulta

rotn x grad k=0, rob 1 % grad¢ =0,

e risulta pure
‘l x cl???a P = )\ {Z?H/ Hb H
X d\pP == d\p m

WX dy P=dym+rdy, §=dy (m+21d) .

1If. - DIMOSTRAZIONE
DELLE PROPRIETA ENUNCIATE.

. . " u
Sia w wn vettore qualungue e supponiamo di saper porre t = TR
mod u

sotto la forma
t=grad m + % grad & .
Vogliamo allora dimostrare le due proprieta sopra enunciate,
1% proprieti. ~ Sia t,n, b il triedro principale in wn punto que-

lungue delle lince di forza n AdP =0 ed 1/p la 1" curvatura in questo
stesso punto; si ha allora

rot t=gradm x grad » A grady - t+1/p-Db

) AV, G, 1, pag. 250 o 253,




ACQTA w

Lrimostrazione. - Poniamo
robt=at+yun+zh .
Da t=gradm + 2 grad ¢ si ha
vot § = grad x A grad ¢
e quindi

z=robt x t =grad m x grad 2 A grad ¢ .

Si ha poi, per le formule di Fruner,

dt 1
—d*i-;"t———“:;"ﬂ.
at dt dt . . .
Da —dem_.K o rott A e da K T t == 0, sl ha pure
at

¥ t==rott A\t .

E poiché
rott At=zn-—ygt,
risulta
zn-gyt=1/p n
e quindi
y=0 , z=1fp .
2° proprietg. ~ Sia M il punto che deserive una superficie ¢ =

costante (superficie vorticosa rispetto al vettore t=grad m + X grad ¢);
g1 ha allora che il punto Q, dato da

Q=M+ [i(¢)—m] - ¢,
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dove h({) & una funzione della sola ¢, deserive una superficie perpen-
dicolare alla congruenza di rette M.

Cosi pure, sia. M il punto che deserive una superficie X == costante
(superficie vorticosa rispetto al vettore t == w/mod u); si ha allora che
il punto Q, dato da

Q=M+ [g()~(m+29] -t ,

dove g(») & una funzione della sola %, descrive una superficie perpen-
dicolare alla congruenza di rette Mu.

1

Dimostrazione. - La verifica dell’enunciato o mmmediata. Infatti
81 ha:

AQ=dM + d[h({) —m] -t + [A(Y) —m]-dt,
AQxt=dM x t+ d[h({) —m],

e quindi, per § == costante,
dq.thqu,M xtwclwwz=dwm—dvm:0 .
Allo stesso modo si ha:
AQ x t=dM »x t + d[gx) — (m + 1) ]
e quindi, per % = costante,
A Qxt=dMxt—dy(m+ Wy=dy (m + Ay —dy, (m = Xy =0 .

La proprietd & cost verificatn. Ma voglismno anche far la dimostra-

zione in modo da giustificare pit diffasamente Yorvigine del risultato

ottenuto. Per questo, sia n un vebtore qualungue funzione del punto
generico P dello spazio. Poniamo

R=P+lu,

¢ vediamo se d possibile far muovere P su una superficie = costante




ACTA 9

e se & possibile determinare il numero !/, in funzione di P, in modo
che R descriva una superficie perpendicolare alla congruenza di rette
Pu, il punto P appartenendo alla superficie § = costante. Si pud in-
tanto scrivere:

R=P+iu=P +Imodu-u/modu=P+%u,,

essendo I, =Ilwmodu, u,=u/mod u.
S1 ha in generale;

AR =dP +d (L) =dP + ﬂ%@ dP
e quindi
dR xu=u xdP+ d(d?"‘;i) AP xu, =
d (I
g

d{lin
i A0 dow] xap =

l

Uy

{m+2l@wﬂimﬂde=
[ui + mod u, - grad {{, mod ui)] xdP .

Questo risultato vale qualungue sia il valore di modu,; ma se
modu; =1, si ha

AR xu, =y + grad ,) x dP .

Se vogliamo che, muovendosi P su wna superficie | = costante,
visulti dy B xu, =0, dovrd esscre

1] (uy +grad [,) x dy, P =0,
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E poichd grad ?, x dy P ==dy 1, & un differenziale esatto in due
variabili, suche u, x dy, P dovra essere un differenziale esatto in duo
variabili, e quindi §= costante dev’essere una superficie vorticosa yispetto
ad n,, ossia si deve avere
[2] grad § x rotw, =0 .

Poichd w, x d, P & un differenziale esatto, avremo
[3) w X d,P=dym .

Td allova, per [2] e (8] sard necessariamente

u, = grad m + % grad ¢ ,

QVvere

w, == grad m + b grady .
La [1] diventa cosi
dym + dyli =0,

OVVero

dy (m+ )+ dylu =0

e da queste si ricavas

L= h(Y) ~m
con h () funzione della sola ¢, ovvero
L==g () —(m =4y,

con g () fanzione deila sola .
In questo modo abbiamo ottenuto la proprietd sopra verificata.




ACTA 81

IV, — ESAME DI DUE CASI PARTICOLARI,

1° easo, — Supponiamo che sia
uxrotu=0.

Posto t=mu/mod un, risulta pure
rettxt=0.

Infotti s1 ha:

u 1 - 1
b (mod u) 7 modu robu + grad (mod u) Au

e quindi
rot u X = rotu x n
"\modu " modu
Ma in tal caso sl ha (1)
u=> grad{
e quindi
u % grad ¢

modu  mod (A grad ¢)

Le linee di forza w/\dP==0 costitniscono una congruenza nor-
male di linee, ¢ precisamente esse sono le traiettorie ortogonali delle
superfici § == costante.

(*) A V.G, 1, pag. 251,
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Si ottengono lo proprieta corrispondenti a quelle esaminate nel
caso generale facendo m==0., Tn particolare si ha 'OF

rott = 1/p - b
2¢ easo. - Supponiamo che sia
rott =0
In tal caso si ha (*)
t = u/mod u = grad & con mod grady =1 .

Le superfici { = costante sono superfici parallele o quindi le linee
u A\ dP =0 costitniscono una congruenza normale di rette, precisa-
mente la congruenza di rette normale aile superflei § = costante.

V. — OBSERVAZIONI.

Yo ¢ (P)=costante & l'equazione di una superficie, il vettore uni-
tario grad ¢/(mod grad ¢) & normale alla superficie ed & soddisfatta la
condizione

grad ¢

rot (“WEW) X gl‘ad @ == 0.

D’altrs, parte, affinchd un vettore unitario m possa essere conside-
rato come vettore mormale ad una superficic dev’essere, com’s ben noto,
rotnxn=:0; ma in tal caso si ha

grad o

"= od grady

(1) B. Carpoxazzo, loc. cif.
@ A V. &, I, pag. 254,




ACTA 88

S1 conclude quindi che una superficie gualunque, avente normale
definita in ogni suo punto, & sempre individuabile nella forma o (P)=
costante. In altri termini: non solo ¢ (P) == costanto rappresenﬁa una
superficie, ma una gualungue superficic pud sempre essere individuata
da ¢ (P) = costante, essendo ¢ (P) un numero funzione del punto P.

Ma si puo dire qualcosa di piti. Si abbis una superficie qualungue.
A questa superficie associamo il sistema delle superfici ad essa geode-
ticamente parallele (*) e sia n il vettore unitario normale a queste su-

perfici. 8i ha:

an dn
1=V Koy n=0,
:4 dn dn )
¢ percio, essendo = K 5B robn A, risulta
robpn An=0.

Ma & pure

rofnxn=0
e quindi si ha

rotn =0 .
Ne viene

n=gradd , con.  mod gradd =1 .

Cid significa che non solo una superficic qualunque pud essere
individuata da ¢ (P) = costante, ma che inoltre il numero ¢ si pud
sempre, qualunque sia la superficie, scegliere in modo che risulti

mod grad ¢ =1 .

() 4.V, G, 11, pag. 174.

o
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~+  Quando una superficie sia data da ¢ (P)=costante con mod grad ¢=1,
diremo che si conosce Vespressione geodetica della superficie stessa, o cid
perchd il sistema di superfiei § ()= costante & formato da superfiei fra

lore geodeticamente parallele (*).

Novembre 1936.

(1) Tanto il mio indimenticabile Maestro, il prof. BuraLi-FoRTI, nelia nota gia
citata, quanto il prof, BureAaTri nell’cpora Analisi Vettoriale Generale, vol. 11,
parte 1%, suppongono di conoscere J'espressions geodetica di una qualungue super-
fioie. Infatéi il prof. Buravi-Forri fa esplicitamente I"ipotesi rot n==0. Il prof. BUR-

GATTI Suppone % n==o0 e dimostra che dev’t:_?sﬁere roty =0 (i veda 4.V.G,
1L, pag.29); ma e;sendo vobs m==yotm — 0 A i n (si veda 4.V, G, I, pag. 226},
da rots n =10 @ -&—% n==0 segus pure rotn=a. Lripotesi, sempre possibile,
robm == o serve a semplificare lo studio delle proprietd delle guperfiei, perché con

guesta ipotesi l'omografia -g% risulta una dilatazione. .






