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" INTEGRAZIONE DELL’ EQUAZIONE
DELLE ONDE SFERICHE SMORZATE E FORZATE:
COL CALCOLO OPERATORIO( )

: P_IER() CALDIROLA e PIETRO SILLANO

SVMMARIVM — Ostondunt Auctores quo modo aequatio differentialis

U
Dt{é‘""‘ 2 ‘-—‘]CU«-—-X,

s1 opporbune condiciones in exordio ot in ambitu statuantur, integrari possit per
celeulum qui vocatuy operatorialis, secundum expressionom a Dootsch datam, quae
Cinnititur proprietatibus trensformatae Laplacianae. Hac ratione sine magna diffi-
oultate endem sotutionis formnla obtinetur, quae antea a ToroLo, per integrandi
' rationem a VoLrsRRA ot TEDONE inventam, constituta est, Formula solut]onls doinde
- mpplicatur ad peculiares quosdam casus, qui summo opere physicorum intersunt.

- Nella fisica matematica interesse notevole presenta l'equazione

' -_'diﬁ’erepzi&le alle derivate parziali: '

Sl Lo . 2 . 2 2 2

o %_ﬁ_.._ U -kU=X (Azm.5%+§?+§?)

:':"d__e_t.ta, delle onde sferiche smorzate e forzate, In quale fra l'altro con-

“tiene ‘come casi particolari l'equazione dei potenziali elettromaguetici

ritardati (k= 0) e quella del campo mesonico (k== —y*® con y realo)

".che si inconira nelle odierno toorie delle forze nucleari.

‘L’integrazione della [1] & stata oseguita dal Toworo (*} seguendo

il metodo di Vorrerra-Tepons. Se ¢ & una superficio chiuse che limita

" una porzione S dello spazio ordinario o se U & una soluzione rego-
~lare della [1}, la formuln finale & cui arviva il Tonovro assegna i valori

di- T imi ‘punti interni di S ¢ per qualsi&si valore del tempo ¢ in

_ (") Nom 1nesanta1m. duli‘Ama.demico Pontlﬂcio S. L. Giovanni- Giorgi .:.ii
7 ‘agosto 1946, ' '
:(*) Toworo, Inteqmnmm dell’equazwne dclle ondc sferiche smmzate e farzate.

-'-Rend Samm Madt. Unlv Padova », IV, 1033,

21 deta, vol. X,
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funzione dei valori che U e la sua derivata rispetto al tempo assum_dno
all'istante iniziale nello spazio S, e dei valori che U e la sua derivate
normale prendono in ogni istante di tempo nei punti della super-
ficie ¢. La formula risolutive in discorso & precisamente la seguente:

2 I 1 al
4x U, o, 20t = B [U'ﬁit _igf‘)”“{éez “d?z‘]f.,ds *

oufoe] |

|23

(2

T4 (L)) L) dU) ., K NCL
U%(————“P )—.vagﬁ-]dt"”ﬁ- U(ti-—?)dndc

1

d— t—r

B B AL ) P P Y P lfﬁﬂxmfx—m—(t*—”ds

r dn dn rdn|, A A P P
! o 8

dove.si & posto:

p=VEV{E 8 —7*

e dove I,(p) vappresente la funzione di Bessel non oscillante di or-
dine uno.

¢4 proponiamo in questa nota di mostrare come sl possa arrivare
con relativa facilith all’integrale [2] di ToNoro facendo uso del cal-
colo operatorio. Il metodo seguito & quello di Dozmwscr (?) il quale
fa uso sistematico della trasformazione di Laplace la cui importanza
nel calcolo operatorio fu perd indicate molto prima de Groner nei
suoi fondamentali lavori (%).

Rinssumiamo in breve il procedimento seguito poiché esso si
scosta alecun poco dal metodo di Dorrson.

. (%) Dontscy, Theorie und Andwenduny der Laplace Transformation. Springer,
"Berlin, 1987. )

(* Oltro che nei lavori fondamentali: I metodo simbolico nello studio delle
correnti variabili. = Atti Ass, Elettr. Ital. », 1904; Sul calcolo delle soluzioni fun-
- wionali originate nei problemi di eletirodinamica. « Atti Ags. Elottr, Ital. », 1905,
Pargomento & discusso pitt a fondo specie per quanto riguarda i fondamenti
matematici, nel corso del Prof. Ghonel, Fisica Matematicu (Dispense litografate),
Roma, 1928. o : :
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1. INTEGRAZIONE DI UN'EQUAZIONE DIFFERENZIALE COL METODO DI
Dozrscn. — La trasformazione di Laplace:

(3] f(p) = L{F#)] f e R (f)di

lo cul proprieta sono ben note, pud essere pensata come uns trasforma-
zione funzionale che ad una certa funzione F(f) (che chiameremo bre-
vemente funzione L) fa corrispondere un’altra funzione f(p) {che chia-
meremo brevemente funzione 7). Ricorrendo alla nozione pilt generale
di spazio funzionale la trasformazione di Laplace pud essere interpretate
come una trasformazione che allo spazio funzionale delle funzioni L
nella variabile reale ¢ (spazio A) facela corrispondore lo spazio delle
funzioni Z (spazio }) nella variabile complessa p. Fssa viene impiegata
per la soluzioune, per vie indiretta, di numerosi problemi secondo lo
sehema seguente:

a) Dato un problemsa (Problema 1Y) nella variabile reale ¢
(ed in eventuali altre variabili o parametri) csso pud esscre pensabo
come ung relazione fra funzioni I, nello spazio funzionale A. Applhi-
cando ai legami analitici che esprimono il problema 1° la trasforma-
zione di Laplace si ottiene un nuovo legame fra funzioni dells variabile
complessa p (e delle rimanenti altre variabili o parametri che in ge-
nerale permangono) e che pud essere interpretato come un problems
fra funzioni 7 nello spazio % (Problema 2°);

b) Si risolve il problems 2° ottenendo per soluzione una fun-
zione risolvente #(p) che & ancora una funzione /;

¢) A mezzo dells trasformazione inversa di quella di Laplace:

o+i00

31 (o)) = gos [ 20 (p)dp = R()

0—ico

si ritorna nello spazio L ottenendo la corrvispondente R{#) della fun-
zione 7(p). La R(f) in moltl casi (ciod quando sono verificate op-
portune condizioni) & la risolventie del problemn originale 1°,
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Ti: procedimento pud essere sintetizzato mello gschema seguente:

Spazio A Problema 1° . . . ... Soluzione R{} @, ..)
(oggetto)

Spazio X Problems 9° ~———— Soluzione 7(p, x,...)
(immagine) . .

“e pud essore applicato con successo alla soluzione di numerosi pro-
‘blemi in quanto il «problema 2°» & in generale pii semplice del
« problema 1° ». )

Nel caso delle equazioni alle derivate parziali, che ci interessa,
'applicazione & senz'altro vantaggioss perché la trasformazione di
Laplace riduce di uno il numero delle variabili e trasforma il pro-
blema 19, con condizioni iniziali e al contorno, in un problema 2° con
sole condizioni al contorno, e quindi pin semplice. i

“Nel caso particolare dell’equazione [1] per l'applicabilita del me-
todo si 11chlede‘ ' ' '
dlU 9T

- che le funzioni U, B

converga per ¢ 0 (ciod, come suol dirsi, che esse siano funzioni L);

, ecc, siano tali che l'integrale {2}

_ che lo funzioni trasformate siano tali per cui ghi integrali
che compaiono nella soluzione della equazione corrispondente nel pro-
blems 2° convergano per t>0 (e ciod siano funzioni 7);

— che tutte le funzioni siano teli per cui le trasformazioni L

o L~* risultino commutabili con A;, con T oon le integrazioni

eseguite nelle variabili spaziali, ¢ con l'operazione di possaggio al
limite per PP, (indicando con P=P(z, y, z) un punto generico di 8
e con Py un punto del contorno c).

T, interessante notare come i metodi del calcolo operatorio ordi-
nario si presentino come un caso particolare del metode suesposto.
Ad esempio, s6, noll’equazione in oggetto, le condizioni iniziali fossero
nulle l'equazione I corrispondente all'oquazione date & la stessa che
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si scriverebbe colle note regole e sarebbe risolubile coi classici me-
todi operatort (*).

In pratica il procedimento da noi seguito nell'integrazione della [1]
si sposta lievemente da quello del Domrscr nel senso che, nell’appli-

N .

care la trasformazione I, -cl sl & giovati di integrali gid eseguiti
~ c106 di operatorl gid valutati ~ combinandoli con le regole dell’or-
dinario calcolo operatorio che, in sostanza, interpretano le proprietd,
della trasformazione L% (%), ().

(*) Come es. di applicazione del caleolo operatorio ordinario nll'integrazione
di equazioni differensziali alle derivate parziali in uno spazio a pitt dimensioni
si veda:

D. Gzarri, Sulla dimostrazione della formula dei potenziali ritardati col
~metodo degli operatori funzionell. «Rend. R, Ace. Lincel», IX, pag. 997, 1929;
P. Carpirona, Integrazione detle equazioni del campo mesonico, = Ln Ric. Scient. »,
XIIT, pag. 195, 1942,

(® 13 noto come la valutazione di un operatore f{p) posea portare & due
funzioni: <Funzione genoratrice» G(f) e «Funzione caratteristica» IH{¢) se-
condo che Voperatore si immagina applicato alllimpulso unitario 7u(f) o alla
funzione unitaria 1(¢), La definizione matematica di questo due funzioni :

o+i0o

G(Y) =5 f fip)evtdp =L [F(p)] = 2, Bt
a—icD
o+ion ¢
Ht) = zi“;j“]%fi) 91 dpp = LA [f%il] = [G(i)dt
a—ico "0
(tenuts presenti aleune restrizioni)

In molti trattati di «Caleolo oporatovio» vengono dnte fe funzioni H e G
per gli operatori pitt comuni e delle regole por dedurre le H o G di operatori
che non si trovano sulle tavole di quelli noti, La formula [§] alla nota (%) del
§8 & appunto una di queste. Tavole di operntori valutati si trovano nei trattati:

_Gawrson, Hleciric cirewit theory and operational Calcrulus, Me Graw Hill,
New York, 1928; BuscH, Operation cirewit analysis, Jon Wyhley, New York, 1929;
Mo Lanray, Complex variable and operational Caleulus, Cambridge, 1985 e nelle
altre pubblicazioni speciali: Axariing,, Calcolo operatorio e studio dei civeuiti
eletirici in regime transitorio, Monografia da 1'« Elettrotecnica » , Milano, 1986;
CaxrprLn, Fourier indegral for practical applications, « B. 8.T. J, +, ottobre 1998,
Mo Lanvan-Humnerr, Formulaire pour le Caleul symboligue de Heaviside (1959),
che contengono eimscuno diverse continaia di formule, nonchd il trattate del
Donrrscn [loe. cit. (%] il quale di una tavola di trasformazioni di Laplace che na-
turalmente pud essere usatn in senso inverso per la valutazione degli operatori.

(%) L'inversione della trasformazione di Laplace fatta con questo metodo
porte la mecessith di manegginre anche funzioni improprie (impulsi, ecc.). L'use
di gueste funzioni potrebbe perd anche essere evitato ricorrendo per es.ad ar-
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9. "TRASFORMAZIONE DEL PROBLEMA 1° NEL PROBLEMA 90, - Per quanto
detto nel paragrafo precedente, il problema 1° consiste nell’integra-
zione. dell’equazione differenziale [1]:

*U

(1 : s — MU —kU=X(P1)

assognate le condizioni (iniziali e al contorno):

U@, Oea=0® [ )
(4

{u, t)]a = (P, t) l%%}c‘: G (P, £)

Applicando la trasformazione di Laplace la {1] si trasforma nella (7):
4} Ay —(pt— k)= (@+py+¥)

con lo condizioni al solo contorno:

: . ) - Cdu (P, g 5
{4;] | (P, p)lo== f(Pq, P) \‘[Ei{éﬁ;"pl‘L: g(Pq, P)

tifiei del tipo Ai quelli da noi impiegato (vedi §3A) per valutare 1'operatoro
T l/‘;% c'“f"‘}; pard, dovo possibile senza oltrepassare i limiti dell’necottabilith,

talo uso b stato conservato perchd molto rapido e carntteristico del metodo ope-
ratorio. Ad ogni modo una discussione solln legittimith e convenienza dell'in-
troduzionoe o dol maneggio delle funzioni «improprie» nonchd dei limiti di va-
lidith del loro caleolo si trova, per 8., in : Grorer, Fisica Matematica (Disp. litogr.),
Roma 1998 {gid cit.). D'altronde F'uso della funzione impropria detta da Gromaz
funzione impulsiva & diventato coneueto anche in altri rami della fisica teorien
odiorna, dove tale fungzione s nota sotto il nome di funzione di Dirac.

(%) Si ricordi la formula che ai 1a trasformate delln devivata di una fanzione:

{ LEO )= LEQ]—POpt - PO pt .~ Ferh ©)
dove: .' '
o Fon(l) = o F(t)  F®(0)=Lim P (t)
ot t=>+0

Tasn et ottieno ricordando ia [8] o integrando per parti, Si dimostra che
sa per £2> 0 esiste ln F(f) & so per Py venlo ¢ >0 la L[IF()] converge, a * &
valida per ogni R(p)> po. :
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dove, secondo l'uso, si & indicato con le lettere minuscole le trasfor-
mate delle funzioni del problema 1°, indicate con le corrispondenti
lettere maiuscole,

11 problems trasformato (Problema 2°) consiste quindi nell'inte-
grazione dell’equazione differenziale [B] (equazione di Helmoltz) con
le condizioni al contorno [4). ¥ pertanto nots la formula risolutiva
del problema trasformato, che del resto si stabilisce immediatamente

d e—-m‘ e--ar
}m( ; )'f"‘ ; 9]‘“

ricorrendo al teorema di Green; essa o:

4w(P;p)=ff;:[m+pq>+¢]ds +f
_ o A

d
essendosi fatte la posizione:

2

pP—k=d

3. RiTonro DAL proBriMA 2° AL rroBLEMa 1% -~ Si tratta ora di
trasformare la soluzione {6] del problema 2° nella soluzione U(P, )
del problema primitive 1°; si tratta ciod di valutare 1 vari termini
che compaiono nell’espressione [6] tenendo conto delle note proprietd.
dell’operatore p

Formalmente si ha:

e—{H‘

4n U (P, t_)———fL"*[ p -(w+m>++)]ds +
A _

Le due funzioni integrande sono il risultato della valutazioni di sin-..
goli operatori che & necessario valutare uno per umno.

A) Considerinmo la funzione integrands del primd integrale:
quello di volume. lvi si hanno tre termini: S

e—-ai‘

SRR e

e—ﬂ?'
'S

[ L

»

e ae} o) Lt [



" 836 PONTIFIOIA AGADEMIA SOIBNTIARVM

11 termine [9] si presenta come prodotto di due operatori (oltre che.
del fattore costante —;L) | . . |
I.F‘[.e‘7 P’—k} e L"_[m(P,p)] .

@G1li operatori fattori del prodotto si valutano immediatamente ricor-
rendo alle apposite tavole (*) e ricordando la definizione {3}, Si ha cosi:

il 7 Lk YEDR '
Lrtle ] =f, (t—7) + kr it Veme: ) 1t—2); L {2 (P, p)| =X (@, ).
La valutazione dell'operatore prodotto si consegue poi immediatamente
ricordando le proprietd del prodotto integrale (Faltung) di due fun-
zioni rispetto alla trasformazione di Laplace (*). Si ha:

t
L“‘[e"‘”‘w]m.[ﬂ((r-—w)X(P,tﬁ'r)dH-
Q

|4 e N
"1 I 2 .t i
Hh ].,l(/;_{;,/ug:% L@, 6016~ mds 5

il primo termine al secondo membro (per le note proprietd della £} vale:

t
(=) X(Pt-ydr =X (Pt —2)
4

(*) Bi veda ad es. CaMepaLy, loc. eff. {9), form. 843 di Tav. 1. L’operatore e-er
b stato disensso a fondo da Giorar, Sull'integrale dell’equazione di propagarione i
una dimensione, « Rend. Cire. Mat. Palermo», LII, pag. 255, 1928,
(*) Ricordinmo che dicesi predotto integrale (Faléung) di due funzioni T(?),
G (2} Vespressione
f{; P() Gt~ ) dt

e che tale prodotto gode della proprieth:
[4) L[ [T @@~ ds]=T.[F0)] - L[a@)] =) -9(p)

Questn relazione fu stabilita originariamente da: Bonrmr, Ldgons sur ley séries
Divergentes, Paris, 1901, o poi proposta e impiegnta nel calcolo operntorio in
modo sistematico dn: CARSOR, loe, cif. (%), pag. 41. Domtscn, foc. cil. (!}, ne com-
pletd lo studio considerandola come un’equazione integrale rigolubile n mezzo
delln trasformazions di Laplace. Le condizioni generali per la sua validith non
sono semplici; esse rienltano perd soddisfatie nei casi da noi studinti.
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mentre il .secondo, operando la -gostituzione T==¢—2% e ricordando
che la funzione 1[¢— (X +7)] & nulla quando l'argomento & <O o
ciod per A>t-~7, diviene:

t-1

I WVEVE—NE=+F) L (p)
Vi X N1t (0 +9)]dr = '[TX(P,);)dR

(dove si & fatto uso di notazioni analoghe a quelle della formula [1]
e colla posizione ¢ ==0), In definitiva per l'operatore [9] si ha guindi:

(12) L~1[9_"' w]m X(P’;”"") +kf-£f~éﬂ)~ X (P, dh .
[t}

a

Veniamo & valutare il termine [10]. Ricordando che se f(0)=0

5 _pm% la [*] della nota (") da:

i

18] .L"*{p .

-;m-J [U(P l) 0 I,‘Ep) -

?] ?ML '
dove si sono trascurati i termini impulsivi per {=0(*) e si & ri.
cordata la definizione di ¢,

- T termine [11], trascurando al solito gli impulsi all’istante ini-
ziale, dd (per ¢>7): '

[14) 1—1[,.‘:’:1 ] p LWEVEDS)

. L(P) ouP, )
VEVE-—® L 7)‘]’ BTV

B) Veniamo ora u.l ca,lcolo del secondo mtegmle della 8.
Eqso si pué senvexe

1

{16] Lt e —— dn ‘?‘f. e e p da ;

dn P
[+

(*) It trascurare i termini impulsivi per ¢ = 0 costituisce una regola assai
usats, di caleolo operatorio, che si giustifica subite intuitivamente osservando
che per le funzioni I, che si ottengono trasformando le soluzioni del problema 2°

non & richiesta 1'esiatenza per ¢ =0 ma solo del lim, Si assume ciod come so-
C 40

luzmne all'lstaute iniziale quelln data dal detto lim. A questo rxgum-(’(o i veda
Gronai, loc. eit, (%),
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la. funzione mtegra,nda. sl spezza quindi ancora nella. somma di tre
termini : -

it

o e weft] )

r

di cui ei proponiamo la valutazione,
Il primo termine [16] d& immediatamente, con il ragmnamento
glé, fatto per il termine [9] del primo integrale:

_d%

a7 =

Ny A

d; _[fu('r-e')+k7‘Ll(/Vl}_klZ:_:f )]1("""?‘)5'(5'0:‘“")‘1"”.
1 1 Ly

d—  d= 't—f() : d= k ar
=F(Pu,t—-r)-t—i—a~+krmé%cj%F(Pu,l)dh:F(Po:t*?‘)% 1

(dove si & chiamato con I l'integrale al seconde termine del penul-
timo membro), '

11 secondo termine [17] & pilt difficile da eseguirsi per via dirette
perchd presenta derivazioni spaziali di elementi impulsivi rispetto
all'argomento (£—7). Si pud perd eseguire facilmente ricorrendo ad
un semplice artificio: ’ '

!

—anr

valutando separatamente i due operatori pf e e componendoli
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per mezzo della formula [%] di nota (°)..Si ha allora successivamente:
Lt [pf|=F'(®, &) — L [F(0)] = F'(Bo, &) = F (s, O fu(?)

t

L-ale*“']: [ Lt [eme]dt =1t~ 1) {1+a-k.ﬂ[‘t LRV 1) dre ]

P VEV 785k

"‘d‘)

L~ [pf ] fFf(Pa,tmfr)quI‘(Pa,om t—m)] -
. 0
: 11(1—7')+4-k 1(¢—¢-)[ L%GIZ%? dS]d

Sviluppando il prodotto sotto il segno di integrale si hanno cosi
quattro termini, ciascuno dei quali dovrd poi essere ancora derivato
rispetto la normale n. Si ha cosi:

a) per il primo termine:

1 dr

1 d '(Pﬂ,t~ﬂl(fr—-1 e [I"(Pﬂ,t ~tYdr= -———F(P.,,t —);

T dn

b) per il secondo:
d t d
-dsz’(P,,, O)l(fr—r)f;‘(t—-fr)drma—ﬁF’(Pu, Olt—rm=0
[¢]

¢) 11 terzo termine da origine a caleoli un poco complessi. Si ha suc-

cessivamente, integrando per parti 11001dando che F’—fﬁm* 3x F,

® ponendo p'== ' V'3 —1?

4 . T
fF’(P.,,t—fr) 11’?5-1(1—*7-)[%?—) dfﬁ}dfr:

(]

T t
(] i ’
m[a-kF(Pu,tmf)f—I%st ] + ok 1(t~—¢‘)fF(Pa,t——3) L) go

4 t
= 9'kF(PU,O)[}—5—§,E—)—dS + a'kl(t—ﬁ')fF(Pﬂ,t—S)EifE—,g)-dS ;
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~vihoond) per -quarto termine si-hat

4 : ’ ) T . ; - i >
a-kdelF(Pa,O)ﬁe(tm'r)l('rmw)f;—ﬁldﬁ] kR (P,, 0) [w{iﬁﬁl ds .
- e A A
Eseguita lo derivazione normale si vede ‘che la somma del terzo e
_quarto termine di [20] risulta uguale a:

t
d . L) o 4 & +_,pdr o dI
E?’T? kfF(Ps, t"”&)"""’;‘;"""d&—n ]C—a‘?—{? I= ]CI-J'*"'fk? "“&’;‘I" H
T
I'uitimo termine al 2° ‘membro pud ancora trasformarsi nel seguente
modo:

kS ke ST (R, £ 1) lim ’(P)+krfI‘(P,,,t-3) d II(P)ds_
dn 040 ¢

k  dy d I
. =m‘§mq‘ﬁuﬁ“F(P°’t—?‘)+k” fF(PG,)\) 1(9) dh .

In definitiva quindi la valutazione del termine [17] che compare
nell'integrale superficiale [15] d& come risultato:

[ de™ 1dr © _]c__
» dn | 7 dn E)t T(P‘”t -t I-

[22] . | |
- LS T 4)--+ka(&,>>

s

d Ii(P)
P

dh.

Resta cosi da valutare il termine [18] che compare nella fun-
zione integranda dell’integrale suporﬁcmle {156]. Con il solito proce-
dimento si trova:

L—*[m e g] _— %f{ﬁ,(s )+ e Iéhéﬁl 1(3 9-)] G(P,, t—9)d5 =
Q

frr
=GRyt —7) ka%(fl G(P,, W) d> .

(]
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Esplicitando finalmente le funzioni integrande che compaiono
nella formula [8], che costituisce la soluzione formale dell’equazione [1},
si ottiene dopo facili trasformazioni la formula [2] che rappresenta
Vintegrale trovato da Toworo col metodo diretto di Volterra-Tedone.

4, —~ CASI PARTICOLARI.
a) equazione dei potenziali eleftromagnetici ritardati,
Ponendo nella {1] Z==0 si ha l'equazione:

Kal')

[24] -

“"‘"AQU::X

nota sotto il nome di equazione del potenziali elettromagnetici ritar-
dati. Il suo integrale (**), sempre colle condizioni iniziali e al contorno
espresse dalle [4], si otterra dalla [2] ponendovi Z=0. Si ha:

_ [ X = 1dU dr 1 droU
47:U($1)ynzi:tl)_‘fm__?, a8 — a7~ Ugn+ ?—,%*5}"&?
5} o
b) equazione del campo mesonico.
Ponendo nella [1] % =:—x® (con y reale) si ottiene l’equazione:
D!
[26] . Q—;J—wAQU-i*ny:X

detta del campo mesonico e che interviene nello studio delle forze
nei nuclei atomici. H suo integrale (1*), sempre colle condizioni [4],

{*) L’integrale della [24] con le condizioni: Ugy== (%}g-) s (%-g-)toz 0 &
[}
Btato ottenuto col caleolo operaterio ordinario da Grarri, loe. eit, (4).
{¢*} L'integrale della [2B] con le condizioni: Ug= (%%) = (%g){ =0 &
o e

atato ottenuto col calcolo operatorio ordinario da CALDIROLA, [g¢. ¢if. (4).
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.g1 - otterrd dalla {2} ponendov1 b= o ,( Dopo facili trasformazioni
g1 ha: o : . T '
AU, gy 2yt = 1 f[u_ﬁg(ifalgfl>)_ml<;fi> 20 15 -
o[O3 e [
d

1dU ____[ 1 drdU qupz) X (t,—)
—H‘;"JE"U g dtLH Ide 2P gy, [“—""‘r s

denotando J,(|p]) la funzione oscillante di Bessel di ordine uno.





