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" CONSIDERAZIONI SULLA COMPATIBILITA DI UN
SISTEMA DI POSTULATI E SULLA DIMOSTRABI-
LITA DELLE FORMULE MATEMATICHE®

ETTORE CARRUCCIO

_ SviMMARIVIY. ~— Problema decernendi, an omnes consequentiae quorundam
postulatorum possint, quacumgque semots repugnantia, una simul consistere an
non, pluries oceurrit in historia scientiarum, quousque nostris  hisce temporibus
mathematicus K, Gédel theorema protulit quod ite enuntiatur: Posito, quod ali-
qua de mathematica doctrina nullas contineat interiores contradictiones, impos-
sibile est hane eius propristatem naturamque demonstrare, unico ipsiusmet doc-
trinae adhibito auxilio. Quamvis demonstratio sui theorematis, quam G&del insti-
tuit, rem non adeo evincat, ut nil omnino obiiei possit, tamen in presenti disquisi-
zione nova argumenta exponuntur, quae ipsum theorema roborant, et simul singu-
lares novae consequentine derivantur, quas inter inprimis numerorum existentia,
de quibus impossibile est demonstrare, an rationales aut irrntionales sint appellandi.

81, - In PROBLEMA DI STABILIRE LA NON-CONTRADDISPORIETA DEI
PRINGIPI FONDAMENTALI DELLA MATEMATICA (*) non poteva presentare vivo
interesse per i pensatori dell’antichitd che hanno esercitato influenza
profonda e duratura sulle sviluppo della filosofia e della scienza: per
PratosE, ad esempio, assiomi, postulati, definizioni matematiche riflet-

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Ugo Amaldi il 29 marzo 1945.

(1 Sento il dovere di esprimere la mia viva gratitudine al Prof, . Exriquas,
il quale durante 'anno 1844, anchs in ore per iui e per me di pericolo, s'infrat-
teneva & ragionare serenamente intorno a questioni di logica matematica su cui
& ben note la sua competenza, ascoltato dal suo antico allieve che gli esponeva
il frutto dei suwoi studi sugli argomenti trattati nel presente lavoro, nel gquale
quande si riferisce il pensierc del prof. Exriques senza indicare lo seritto in cui
si trove ospresso, si tratte di considerazioni svolte nei dialoghi ai quali si & ora
accennato. i

2 Acte wol. X.
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"tevano una realthy trascendente superiore alla mente umana (*), ed era

quindi eseluso «a priori» il pericolo d'incontrare contraddizioni nelle
conseguenze logiche di detti prineipi.

‘Ma quando in seguito all'evoluzione del pensiero matematico mo-
“derno (%) alla base di ogni sistema ipotetico-deduttivo (®) sono state
poste proposizioni, dal punto di vista della logica formale, arbitrarie,
il problema di garantire la non-contraddittorietd e compatibilitd di un
sistema di postulati divenne d'intercsse fondamentale, acuito dagli
sconcertanti paradossi della teoria degli insiemi(*).

Sul problema che stiamo esaminando vennero conseguiti risultati
particolari assai notevoli: & stata ricondotta, ad esempio, la compati-
bilith dei postulati alla base di ciascuna delle geometrie non-euclidee
alla non-contraddittoriety della geometria euclidea (*) e la non-contrad-
dittorietd di questa ultima a quella dell’analisi ().

I problema generale venne inquadrato da F.Exnriques nella sua
concezione della logica, considerata come un ramo della psicologia, il

(*) V. per os. PLaToN® (n. 428-7, m. 848-7 a. C.) Hutidemo 290bc: «1i geo-
metri ... sono cacciatori; non creanc essi medesimi le figure geometriche, ma
vanno in cerca di quelle esistenti.» (trad. F. Zambaldi, ed. Laterzs, Bari, 1927).
Il realismo platonico si traduce nell'affermazione della oggettivith della matema-
tica (cfr. A. Frnasusw, I dialoghi di Platone ¢ la storia della matematica ; Riv,
«Sophia» Padova, gennaio-marzo 1943), Dal pensiero platonico deriva il realismo
di ArisToTELE (n.384, m.827 a.0): la logica considera 1 rapporti fra gli enti di un
mondo intelligibile. La tesi realistica & stata ripresa dal logico meatematico contemn-
poraneo B. RusseL (v, B. Luvy, Logica matematica, art, dell’Enciclopedia Italiana
Treccani, con relativa notevols aggiunta non firmata: Il significato della logica).

(®) V. I Enriques, Per la storia della logica, {Bologna 1922), Cap. 1, La
riforma detla Logica conlemporanca; e Questiond riguardanti le matematiche ecle-
mendari, rascolte e coordinate da F. Enmiqums, parte I, vol. I (Bologna, 1924),
cart. I di I, Enriques, §12.

(%) La locuziono: sistema-ipotetico-deduttivo & stata introdotta da M. Piert
(n. 1860, m. 1918), efr. F. Exriquus, Per la storia della logica, op. cit,, pag. 208,
. (*) Sulle antinomic della logiea v. p. es. B. Lmvi, art. zid citato, e I Wars-
© MANN, Introdusione al pensicro matematico {Torino 1942), VI, pagg. 101-117.

' (5) V. per es. R. BoNoLa, La geomelria non-euclidea. Isposizione storico-critica
del suo sviluppo, Bologna, 1908; oppure art. XI dello stesso Autore sulle Que-
stioni. .. raccolte da F. ENriQUES (op. cit., part. I; Vol, II, Bologna, 1925); IF, NRy-
ovms, Conferenze di geometria non-euclidea, Bologna, 1917; G. FaNc, Geomelria

mon-euclidea. Introduzione geometrica alla teoria della relativitd, Bologna, 192b6;
T'. Warsmany, op. cif,, I1I, Aritmetica ¢ geometria, pag. Bb-41, :

o : (%) V. B WAISMARN, op. cif., pagg. 41-43,
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quale ha per oggetto la critica dei procedimenti elementari del pen-
siero esatto rispecchiantisi nei principi fondamentali del ragionamento,
e prende in esame non soltanto le formule scritte, ma anche le con-
_venzioni ¢ le norme Inespresse in simboli, le quali reggono i modi di
combinare i simboli stessi(*). Secondo tale visione della logica, intesa
come teoria delle operazioni mentall non completamente traducibili in
un sistema di segni, non devono sorprendere gli insuccessi degli indi-
rizzi logici che intendono fornire un’espressione simholica integrale
‘delle teorie matematiche, '

I tre principi della logica: d'identitd, non-contraddizione, terzo
escluso, vengono considerati come condizioni d'invarianza alle quali
devono soddisfare gli oggetii del pensiero logico; le operazioni logiche
eseguite o partire da oggetti in numero finito, effettivaments pensati,
soddisfaconti a dette condizioni, come osserva IENniqQues, non possono
condurre ad una contraddizione. Pitt difficile & il caso che sl presenta
di. solito nelle teorie matematiche, In eul si tratte d’infiniti oggetii,
non pensati effettivamente ad uno ad uno, ma tali da scddisfare a
certe limitazioni (postulati) ehe definiscono 1 concetti stessi., Un gin-
dizio sulla compatibilité di un tale sistema di postulati pud basarsi,
secondo I'Exriques, sulla esperienza fisica e psicologica, sulintuizione,
su di una dimostrazione logica, attribuendosi solo a quest'ultima il

valore di prova rigorosamente certa di detta compaftibilitd; ma il valore

di tale prova viene considerato relativo, in quanto si tratta di ricono-
scere che dalla supposta compaftibilita dei rapporti che definiscono i
concetti di un certo sistema, segue la compatibilita del rapporti che
definiscono 1 concetti del sistema su cui si deve esprimere il giudizio.
Per quanto riguarda la compatibilita dell’aritmetica dei numeri natu-
rali, la dimostrazione di Exriques si fonda sull’esperienza psicologica,
secondola guale si possono illimitatamente ripetere certi atti del pen-
sierc, in modo di costruire una serie di oggetti che soddisfino ai noti
postulati alla base dell’aritmetica: la successione

a, b, c, ...

(1) V. I. EnriqQues, Problemi della Scienza, Bologna, 1906, cap. IIT, § 3,
pagg. 163, 168, :

2 Acta, vol. X,
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ottenuta considerando dapprima un oggetto «, poi b= pensiero di a,
" quindi ¢= pensiero di b e cosi di seguito all'infinito, soddisfa 1 postu-
lati: ogni oggotto della successione possiede un suceessive determinato
ed un deferminato precedente all'infuori del primo che non succede
ad altri, o per questi oggetti vale il principio d’induzione matema-
tica (). Ma VEwmiques stesso, riflettendo sopra le antinomie che si
sono riscontrate nell'uso della proprietd riflessiva del pensiero, e te-
nendo conto dolla teoria dei tipi di B. Russerr (*) preferisce ora basare
la. numerazione sopra un presupposto fisico:
«8i prendano come dafe pitt serie di oggettl:

delle quali si denotino i termini generali con A, M, .... Suppongasi
per ciagcuna serie che:

1) ogni oggotto abbia un suceessivo determinato ;

92) ogni oggetto, all'infuori di uno (il primo), che non succede
ad altri, abbia un determinato precedente;

3) valga la proprieth seguente (principio dlinduzione malen-
tice): se una classe di oggetti o tale che insieme ad ogni 4 contenga
il suo successivo, e so contiene a, essa conterrd tuttl gli elementi della
serie @, b, ¢, ...... (analogamente por le altre serie),

Possiamo formare le serie seguenti: ‘ '

(@) (ab) (abc) ......
(m) (mn) (map) ......

e PR R )

. () V, F. Exriques, Problemi della Scienga, op. cit., cap. ILI, specialmente
pag. 198-203, e Per la Storia della Logica, op. cit,, pagg. 210-212.
(@) V. B. RussewnL, Mathematical Logic a8 based on the theory of types, < Amer.
o J. of Math.», 80 (1808); v. anche D. Hiunurr o W, AcKuRMANN, Grundzige der
- theoretischen Logik (ed. Springer, Berlino, 1928), cap. IV, § B, pagg. 98 e sepg.
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Riunendo in una classe (composta) gli oggetti (classi) che si tro-
vano in une medesima colonna del quadro precedente, definiamo, per
astrazione, successivamente i numeri

1,2 8, ...

Lo sviluppo delle operazioni aritmetiche si lascia quindi fondare
sopra gli assiomi logici e sui postulati 1), 2), 8)» ().

Ma una volfa stabilita la'compatibilita del postulati dell’aritme-
tica, 81 pud dimostrare rigorosamente la compatibilitd delVanalisi? Ta
risposte di K. GoprL in proposito sarebbe negativa: le sue ricerche lo
avrebbero portato a concludere che & impossibile ricondurre la non
contraddittorietsa dei numeri reali a quella del numeri interi ().

Pit fondati dubbi possono sorgere sulla eompatibilith del postu-
lati alla ‘base della teoria degli insiemi, in cul sono state prese da
B.Russrrr precauzioni allo scopo di evitare 1 paradossi noti, ma s’'ignora
se si & al sicuro da nuove antinomie che potrebbero incontrarsi in
sucoessivi sviluppi (3).

Queste considerazioni ¢i riconducono al problema generale della
compatibilitd dei postulati alla base di un sistema ipotetico-deduttivo,
¢ ¢’inducono a chiederci se & possibile superarve il carattere relativo
attribuito dall’Txriques alla dimostrazione logica della compatibilita
di un sistema di postulati. Il problema fu ritenuto sulla via della sua
completa risoluzione in seguito alle ricerche di Hireere (), le quali

(*) V. I'. Exriquus, Problemi della Seienza, op. cit., cap. IIL, §19,

(® V. I'. Waisnann, op. cif,, XIII, E, pag. 288, dove si trova enunciato il
risultato ora esposto, ma non Ia sua dimostrazione, né l’indieazicne del lavore
del GépEL.

(M V. I. WamsMany, op. cit.,, VI, pag. 110,

(*y V. p.es. D, serr und W, ACKERMANN, op. cif., specialmente a pag. 2
e 29-81; alle pagg. 116-118 trovasi una bibliografia sulla logica matematica ; nel
cap. I, §12, pag, 29, un sistema di postulati vien detto non contradditteric quando
non & possibile dedurne due proposizioni X e X (negnzione di X), Nel cap, 1, § 12,
ragg. 29-31 di detta opera, si di una dimostrazione della non-contraddittorietd
de} sisteme di postulati pesto da HinserT alla base della logiea; ma tale dimo-
strazione si hase sa di un’interpretezione aritmetica-del postulati in questione;
Presuppone quindi la compatibility dell’aritmetica. Inoltre v. F. WalsMann, op. cét.,
pagg. 114-117 e pag. 141,
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perd furono seguite dall’Exriques (1) con uno scetticismo che apparve
in seguito pienamente giustificato da uno sconcertante risultato del
GopEL (2) che verrd esposto nel presente lavoro (§ 2) con alcune osser-
vazioni critiche (§ 8); mentre nel §4 si vedrd che dal risultato del
Goper sull'impossibilita di dimostrare la non-contraddittoriets di un
qualsiasi sistema ipotetico-deduttivo, si deducono singolari conseguenze
nel campo dell’analisi matematica.

¢ 2. Risurrart pel (GODEL RETATIVI ALL/ESISTENZA DI AFFERMAZIONI
INDECISE, TD ATLL'INDIMOSTRABILITA DELLA COMPATIBILITA DI UN SISIEMA
o1 posteLATr. — Un’affermazione A si dice indecisa in un determinato
sistema ipotetico-deduttivo quando & impossibile dimostrare tanto 4
quanto la negazione di A, che s'mdica con A. 11 Gooer, nel gid ci-
tato articolo del 1981 fornisce due dimostrazioni del suo risuitato rela-
#ivo all’esistenza di affermazioni indecise: la prima dimostrazione, con-
siderata da) suo autore sonza pretese di rigore, si riferisce ad un qual-
siasi sistema ipototico-deduttivo S che soddisfi a condizioni assal poco
restrittive; la seconda, il pensiefo fondamentale della guale era stato
delineato mnella prima, viene svolta dettaglistamente, ma prosenta tut-
tavia ancora qualche lacuna, rilevata dall’autore stesso, ed & dedicata
in modo particolare al sistema P, fondato sui 5 assiomi delVaritmetica
di Prano, e su quelli alla base dei «principia mathematics » di A. WaIT-
ypan e B, Russmun (Cambridge, 19258) mentre si da un cenno sulle
-applicazioni agli altri sistemi.

I Géprn nel suo citato articolo preannuncia la pubblicazione in
un suo successivo lavoro, della dimostrazione rigorosa e completa deb
risultato in questiome; non mi risulta tuttavia che tale pubblicazione
sia effettivamente avvenuta (nel libro del Warsmaww, Introduzione al
pensiero matematico, traduzione edita a Torino nel 1942, si eita sol-
tanto lo scritto del Gépsn del 1931).

(1) V. F. Enriquis, Problemi della Scienza, op. cit., cap. 111, § 19, pag. 203.

) K. Ggoen, Uber formal unentscheidbare Sdtze der Principia Mathematica
-~ und verwandier, Systeme I (Monatshefte fitr mathematik und physik, Leipzig,
1931, pag. 178-198) o . Waismany, op. cit,, pag. 142-144,
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Per semplicitdh ci riferiremo al ragionamento del Goper esposto
sotto la prima forma, di cui daremo la seguente esposizione, riserbando
al prossimo § le osservazioni critiche in proposito.
_ Un sistema ipotetico-deduttive S & costituito da postulati e teo-
remi (*) espressi mediante un insieme di formule (*), le quali sono sue-
cessioni di segni fondamentali [variabili, costanti logiche, come: ¢ (ap-
partiene), = (significa) ete.] (%); e si ammette di poter riconoscere gquali
sucoessioni di segni hanno un senso e quali non lo hanno. Analoga-
mente le dimostrazioni, dal punto di vista formale si presentano come
successioni finite di formule con speciali cavatteristiche. Possiamo rap-
presentare i segni fondamentali mediante dei numeri naturali, percid
una formula st 'presente_rz‘i come una successione finita di numeri natu-
rali, ed una dimostrazione come una successione finita di successioni
finite di numerl naturali. I concotti e i teoremi relativi alla dimostra-
bilita, delle formule di un sistema S, ed in particolare alla dimostra-

(1) Le definizioni in un sistema formsle si considerano soltanto come modi
di serivere abbreviato e quindi sono prineipi superflui ai fini del presente lavoro
(efr. K. G¢pEL, art. citato, nota (6) a pag. 174 di detto articolo. Sullo sviluppo
storico del concebto di definizione, che nei sistemi ipotetico-deduttivi, secondo la
logica moderna, ha assunto carattere esclusivamente nominale, v. I, Exriquns,
Per Ia storia della Logice (gid citata}, specialmente Cap. IT1; La definizione come
problema scientifico, in «Periodico di matematiches, 1925; Definizione (art. dell' in-
ciclopedic Taliana Treccant).

(®) Tentativi di costruire una ideografia logica, di tradurre ciod in simboli
le velazioni logiche, risalgono a (. G. Leisxrz (n. 1646, m. 1716}, che chinmd detta
jdeografia characleristica universalis. Il programma di LwrsNiz venne raccolto da
G. PeANG (n. 1858, m.1932), che a partire dal 1895, con la collaborazione di amiei
o discepoli espresse mediante il suo simbolisme nel Fermulario Malhematico sstesi
campi del’analisi (v. B. Levi, Peano, Giuseppe, articolo dell’ Enciclopedia Ialiana
Treccant, con bibliografis suil’argomento}.

() Ogni sistemna ipotetico-deduttivo 8 @ cui compaiono simboli $48; ... Sx—y Pud
essere anche espresso mediante 2 soli simboti. Infatti: osserviamo innanzi tutto
che & possibile far corrispondere ad ogni simbolo di § una lettera ¢ serivers queste
lettero con punti e linee secondo 'alfabeto Morse, Ma in guresta scrittura esistono
gllintervalli quindi i simboli impiegati sono 8. Per impiegare effettivaments due
soli aimboli facciamo corrispondere ad s, un punto, ad 8, due punti... ad 8z
« punti. Tra una A queste successioni di punti e l'altra intercaliame une linea;
tra una formula e altro due linee ece. Cosl Vintento viene raggiunto, 8i po-
trebbe obbiettare che il punto e In linea (o duc altri gualsiasi segni diffeventi)
non sonc simboli logiei; tuttavia esaminando la questione, non sembra che esista
una differenza sostanziale tra punto e linea da una parte e gli altri simboli logiel
dall’altra,
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‘bilita della compatibility del sistema stesso, diventano cosi esprimibili
mediante i concetti e 1 teoremi relativi al numeri naturali ed alle suc-
cessioni di essi, '

Dimostriamo ora il Teorema I: Si pud formulare un’affermazione
A tale che né 4, né ld negazione di A & dimostrabile in S.

A questo scopo stabiliamo una corvispondenza biunivoca tra la
serie naturale dei numeri ¢ le formule aventi senso in § e contenent
una sola variabile che varia nel campo del numeri natuvali, ed indi-
chiamo con R(m) I'ennesimd di tali formule (*).

{ndichiamo con [R(m); n} la formula ottenuta a partire da £{m),
quando al posto della variabile si sostituisce il numero naturale n.

Definiamo ora una classe K di numeri naturali nel modo seguente:
Un uwumero naturale n appartiene alla classe K, quando e soltanto
‘quando non & dimostrabile in § la formula f(n) in cui al posto della
variabile & stato sostituito il numeroc n; cid che si esprime in simboli
serivendo

{1] neK = Dim [R(n); n]

Tra, le formule del tipo [R(m); #] dovrd anche esistere quells che s'In-
terpreta: il numero naturale n appartiene alls classe K sia R(g) tale
formula, In simboli:

R{q) = ne X
In particolare per il numero naturale ¢:

[2] ' [R(g); q] = qe K

(%) Il Gopur propone di ordinare le formule R (m}) secondo somnmse crescenti
dei numeri che eompaiono in dette formule, e in easo di parith secondo «somme
lessicografiche », Sembra che questa proposta s'interpreti nel modo seguente: se
s ed & sono le somme dei numeri che rappresentano rispettivamente le formule
fed 7, allora se s < s alfora f precede /', Se pol s=14¢', sostituiamo al numeri
1,2,3,... le lettere a, b, ¢,... in ordine alfabetico {aggiungendo se occorre altre
lettere convenzionali) nelle formule f ed /7, delle queli faremo precedere quella
che precede.in ordine alfabetico {come in un vocaholario),
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Si dimostra precisamente che Vaffermaziane geX & indecisa: sup-
poniamo infatti che sia dimostrabile geX, ciod

3] Dim (ge X)

Allora geX sarebbe valida in & e quindi per la [1] in cui ad =
sl sostituisce q:

Dim [R{q); q]
ciod per la [2]

Dim {ge &)

in contraddizione coun Vipotesi [3].
Se invece fosse dimostrabile la negazione di ge X avremmo:

[4] Dim (geif) |

quindi sarebbe valida in §

gell .

Ma allora sostituendo nella [1] ¢ ad =, e ricordando che due nega-
zioni applicate ad uns proposizione si elidono, abbiamo:

Dim [E(g); 4]
ciod per la {2]

Dim (ge K)

Ma per Pipotesi [4] la formula geX risulterebbe dimostrabile in-
sieme con la sua negazione cid che & assurdo. Si conclude che 1'affer-
mazione geX & indecisa c.v. d.

T) teorema del GiSpEL sull'impossibilitd di dimostrare la non-con-’
traddittorietd .di un sistema ipotetico-deduftivo S, viene ottenuto da
detto autore come una consequenza del risultato di cui sopra sulle affer-
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" magioni indccise, esposte sotto la seconda forma, ciod per il sistema
P o con qualche lacuna. Tuttavia, anche basandosi sull’esposizione pre-
cedente (T* forma) & facile ricavare il risultato fondamentale in que-
stione. Si ottienc ciod il seguente Teorema 1I: Non & dimostrabile la
non-contraddittorietd di un sistema ipotetico-deduttivo, servendosi soltanto
di mezzi offerti dal sistema stesso.

Infatti: nel seorema precedente & stato stabilito che se si ammetic
1a non-contraddittorieta di 8, si deve escludere la validita della formula

5] Dim (qe K) ;

quindi se si dimostra la non-contraddittorieta di 8, si dimostra anche
che la [8] conduce alVassurdo; si dovrebbe dunque concludere che &
dimostrata la sua negazione

5] Dim (g &) .

ma per la [2] e per la [1] nella quale al posto di n & stato sostituito
q si avra che in tal caso risulta dimostrata la formula

qely
clob

Dim (g= K)

che & in contraddizione con lipotesi [6}. Si conclude che la possibi-
lith di dimostrave la non-contraddittorietd di §, conduce ad una con-
traddizione nel sistema S stesso.

Secondo il GoprL la compatibilitdh dei postulati alla base di un
sistema ipotetico-deduttivo S, non si pud dungue dimostrare con 1 soli
mezzi offerti dal sistema S. Si pud aggiungere che secondo guest’or-
dine d’idee & impossibile dare alla dimostrazione logica della compa-
tibilitd di un sistema S, un valore maggiore di quello relativo attri-
‘buitogli dall’Enniques (v. §1 del presente lavoro).

Infatti supponiamo di essere riusciti a dimostrare la compatibilita
di § coi mezzi offerti da un’altro sistema T'; questa dimostrazione rag-
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ginngercbbe effettivamente i1 suo scopo, se si potesse dimostrare la
compatibilita di T; ma cid non & possibile con 1 mezzi offerti da T;
i dovrebbe quindi ricorrere ad un’altro sistema U, e cosi via, Sia che
in questo procedimento s'incontrino sempre nuovi sistemi, sia che nella
successione S, T, U, ... si ricada in qualche sistemn gid incontrato
nella successione stessa, la dimostrazione delle compatibility di § non
pud arrivare ad una conclusione definitiva; ma tale compatibilita pud
soltanto venir stabilita, se si vuole, modiante un postulato in base
all’'esperienza fisica o psicologica od all’intuizione.

§ 8. OsSERVAZIONI ORITICHE SUI RISULTATI DEL GioDEL. - Non i pos-
sinmo nascondere quanto siano delicati 1 ragionamenti esposti nel pre-
cedente § e lo giustificata diffidenza che dette argomentazioni ispirano
al matematicl al corrente delle antinomie gia presentatesi mel mondo
della logica. Lo stesso GODEL (%) rileva Panalogia che sussiste fra il
suo risultato relativo all’esistenze di affermazioni indecise (esposto nel
teorema 1 del presente lavoro) e i paradossi del « Bugiardo» e di
Ricuawo (7).

Bsaminiamo dunque alcune obbiezioni alle quali prestano il fianco
i ragionamenti del GSDEL con osservazioni in proposito.

Ci chiediamo in primo luogo: & possibile riconoscere quali suc-
cessioni di simboli costituiscono formule dotate di senso ¢ quali no?
La questione & piuttosto delicata: nell’opera di Hinserr e AcxmrMany,
gid citate nella nota (%) a pag. 24, la nozione «aver senso », assunta
come primitiva, non vieno ulteriormente approfondita (v. pag. 3 di
detta opera). ‘

Bull’argomento si possono fare le seguenti riflessioni:

Possiamo intendere che un’affermazione ha senso in S, quando si
riferice ad oggetti del pensiero logico, tali cioé da soddisfare alle
condizioni espresse dai tre principi della logica: identitd, non contrad-

(M) K., Goper, art. gid citato, § 1.

(*) Il paradosso del «bugiardo» consiste nel notare che se gualeuno dice
vio mento», egh mente se dice In veritd e dice la verith se mentisce. Il para-
dosso di RIOHARD coneerne «il minime numero e¢he non si pud definire con meno
di cento parole» e che appunto cosi viene invece definito con meno di cento pa-
role, Cfr. sexitti citati nella nota (1) a pag. 22 del presente lavoro.
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dizione, terzo escluso; quindi se 4 & un'affermazions avente senso deve
_essere valida in S una ed una sola delle due affermazioni: 4, A, Cid
significa che haunno senso le afformazioni relative ad oggeftti del pen-
siero che compaiono nei postulati dai quali vengono implicitamente
definiti, oppure sono stati costruiti mediante operazioni logiche con-
sentite dai postulati stessi.

Notiamo che un'affermazione priva di senso in un sistema S puo
aver seuso in un sistema T'. Per ecs. I'nguaglianza

;'1wm2:l/1;m Vi—=x

per f@]>1 & priva di senso nella teoria dei numeri reali ed ha senso
nella teoria dei nwmeri complessi. I postulati ed i teovemi di &, le
loro negazioni, e le altre eventuali affermazioni che soddisfanc le con-
dizioni di cui sopra hanno senso in S: per es. il 'V postulato di Fucripg
‘ha senso rispetto ai prineipi precedentemente introdotti, pur essendo
indimostrabile insieme con la sun negazione, rispetto ad essl. .

8i pud perd intendere la mnozione «avere senso» in modo pitt
restrittivo, dal punto di vista neo-positivista secondo il quale il eri-
terio esposto per stabilire quali affermazioni hanno un senso, viene
yitenuto troppo large ed infido, o se ne sostiene un altro, che attri-
buisce un senso soltanto ai postulati, ai teoromi dimostrati ed alle
loro negazioni, in quanto si possa dimostrare che non sono validi
in S, non attribuendosi un senso alle affermazioni indecise.

Vediamo per chiarire meglio 1 termini della questione come viene
applicato in un caso particolave, ma di notevole interesse, quest’ultimo
eriterio dal WarsMANN, seguendo la corrente neo-positivista del «cir-
ocolo viennese » di cui L. Wrrrgenstey fu lideatore. Si tratta di sta-
bilire quando & che ha un senso un’affermazione relativa ad un numero
reale. Consideriamo ad esempio il numero '

n=m 0,y dy e By e
“dove , & uguale ad 1 se 'equazione di FrryaT
m'n‘! + y'n‘l fo— z‘"

& risolubile con numeri interi, mentre , == 0 nel caso contrario.
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Per il momento non sappiamo se n=10,11 o se & maggiore.

Se il teorema di Fermar fosse indimostrabile ¢ fosse anche indimo-
strabile la sua negazione, seconde il Warsmany il simbolo O,a, 4, ... a, ...
non rappresenterebbe un numero, non avrebbe senso. Lo stosso autore
ritiene che anche se di un decimale illimitato sl sanno caleolare le
successive cifre decimali, non per questo si pud attribuire a tale de-
cimale il nome di numero reale, perché non & detto che si possa sta-

bilive se si tratta di wn numero raziomale o irrazionale (1),

Se noi seguiamo quest’ordine d’idee dobbiamo rinunciare ad at-
tribuire un senso alle affermazioni indecise, anzi dobbiamo bandire dai
nostri ragionamenti quegli enti matematici intorno ai quali si possono
enunciare affermazioni indecise; risulteranno quindi infirmate le dimo-
stragioni dei teoremi I e II del GopEL (v. § 2 del presente lavoro),
perché la classe X non avrebbe senso in S, dato che non si pud sta-
bilire con i mezzi offerti da S, se ¢ apparfiene o no alla classe X
stessa. Una critica analoga potrebbe essere rivolta a gualunque dimo-
strazione dei teoremi I e IT che stiamo esaminande, svelgendo le con-
siderazioni seguenti: se dimostriamo che l'affermazione 4 « & non &
contraddittorio » & indecisa, allora 4 non ha senso, cioé non ha senso
di parlare in § di non contraddittorietd di S; ma noi c¢i possiamo va-
lere in un ragionamento, solo di un sistema per il quale abbia senso
la non contraddittorietd, anzi sia non contraddittorio, quindi noi non
possiamo valerel di & in un ragionamento, in particolare in quello che
conduce & concludere che 4 & indecisa; naturalmente nemmeno po-
tremo dimostrare che 4 & indecisa senza valerci di 8, dato che A4 si
riferisce appunto ad S; si conclude che in nessun modo si pud sta-
bilire che 4 & indecisa, se lo affermazioni indecise si considerano prive
di senso. A rigore sembra che un neo-positivista non dovrebbe accet-
tare la dimostrazione del teorema II del Géper ma restare in dubbio
cirea la sua validitd fino a che si fosse eventualmente dimostrata la
negazione del teorema stesso; nofiamo perd che WAISMANN accetta i
risultati del GopeL (?). Questo dubbio circa le possibilita di dimo-

(1) V. F. Waismann, op. cit., pagg. 178, 286, 287. A pag. 264-286 doll’opera
stessa si esaming wn limite, che secondo I'interpretazione deil’intuizionista Brou-
wor fornisce ’esempio di un numero reale che non & positive, né nulle, né ne-
gativo.

(%) V. T, Warsyaxw, op. cil., pagg. 142-144,
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strare la compatibilith di un sistema ipotetico-deduttivo S, basterebbe
per rendere al neo-positiviste malsicura qualungue sua deduzione nel-
- Tambito di un sistema &S

‘ In particolare il ueo-positivista dovra evitare di trattare di quei
‘numeri per cui non & stato finora dimostrato se sono razionali o irra-
zionali, p. es. dovra bandire dai suoi ragionamenti la costante di Eurero,
perché in tali numeri potrebbe annidarsi un non senso.... Ma la va-
stith del campo & cui si pud estendere la critica neo-positivista non
potrebbe forse costituire una sua debolezza? Dove il matemsatico sa-
rebbe al sicuro dai non sensi? I allora non sarebbe meglio ritornare
ad ammettere che un’affermazione indecisa pud possedere un senso,
purch? soddisfi alle condizioni precedentemente esposte, ed applicando
il pricipio del terzo escluso dire che un sistema & & contraddittorio,
o non non-contraddittorio, che un numero ben definito ¢ razionale o
irrazionale, e cost via anche se non possiamo stabilire quale eventua-
litd si verifica?

Si potrebbe ritornare cosi con una consapevolezza nuova, alla con-
cezione antica dell’obiettivitd della matematica, la quale risulterebbe
costituite da tutti glinfiniti sistemi ipotetico-deduttivi compatibili.

Una seconds questione & la seguente: lo formule I (n) formano
un sistema della potenza del numerabile? Sembra che la risposta debba
essere affermativa, dato che ognuna di dette formule & costituita da un
numero finito di simboli; e se si pud superare la difficoltd di riconoscere
quali formule Lanno senso e quali non 'hanno, & facile poi ordinarle.

Tn terzo lmogo ci si pud domandare: esistono fondati motivi per
dubitare che la formula ne K s'identifica con una delle formule 2 (g)?
Tali dubbi sarebbero fondati, sembra, soltanto nel caso in cui non si fosse
certi che la classe JC & dotate di senso. Ora il modo con il gquale detta
classe & stata definita non & tale da rendere perfettamente tranguilli in
proposito, anzi sembra addirittura che si giunga ad un'antimonia.

Abbiamo gid visto che 'ipotesi di Dim (g¢ X) conduce all’assurdo.
D’altra parte sombra invece che si possa dimostrave che gs /. Infabti:
supponiamo che g non appartenga a X, allora per la [1] e la [2]

gek =Dim(gs K) == Dim (ge X)

- —quindi ge K contro Vipotesi.
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Si pud perd rispondere che questa dimostrazion sarebbe valida
soltanto se si fosse dimostrato che il sistema & & non contraddittorio.

Questo ragionamento non sarcbbe un’antinomia ma viceversa pro-
verebbe che & impossibile dimostrare ia mon-contraddittoriets di 8,
perché qualora questa fosse dimostrata se ne ricaverebbe lassurdo ora
couslderato,

Ma l'obbiezione forse pilt grave riguarda il modo con il quale &
stata definita la classe K, Si nota che in genere una clagse viene con-
siderate ben definita in wn certo sistema S quando & dato un eriterio
in virtlt del quale si pud stabilire in §, con nwmero finito di passagei
logici, so un elemento appartiene o meno alla classe stessa. Ora, proprio
secondo il ragionamento esposto nella dimostrazione del teorema I del
precedente §, non si pud stabilive in S se ¢ appartiene o meno a XK.

Non ostante le riserve di carattere critico cui dauno iuogo le dimo-

~strazioni del Goper dell’esistenza di affermazioni-indecise o dell’impos-
sibilitd di dimostrare la non-contraddittorietd di un sistema § tuttavia
si & indottl a ritenere sostanzialmente ginsto il risultato del teorema I1
in hase alle seguenti considerazioni.

Ammesso, come nota I"Exriques, che abbia un senso parlare di
conseguenze immediate ¢;, di un certo sistema p di proposizioni, svilup-
piamo il sistems ipotetico-deduttivo basato sulle proposizioni p prese
come postulati, facendo seguire alle p le ¢, alle ¢, le conseguenze im-
mediate ¢, di p e ¢, a ¢, le conseguenze immediate di p,c; ¢ ¢, e
cosl di seguito. Si osservi immanzi tutto che per quanto si proceda
in gueste deduzioni senza incontrare contaddizioni, non si pud per
tal via acquistare la certezze di non incontrarne in seguito.

L’Exniques osserva inoltre, che se si pronunciasse in seno ad un
sistema § un giudiiio relativo alla non-contraddittorietsa del sistema &
(giudizio che si riferisce anche al giudizio stesso) si trascurerebbero

" le cautele proposte dalla teoria dei tipi di B. Russer, costruite per
evitare antinomie logicle.

Infine sempre allo stesso proposito si pud considerare a mio parere
la seguente argomentazione: supponiamo di essere riuseiti a dimo-
strare con mozzi forniti esclusivamente dal sistema S che S stesso
non & contraddittorio. Tale dimostrazione anche se formalmente per-
fetta, non pud renderci certi della non-contraddittorietd di S, perché

.30 S fosse contraddittorio, sarebbe dimostrabile in § qualunque pro-
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posizione (*), in particolare che S non & contraddittorio. Perché una
dimostrazione in § sia valida, occorre gia sapere che § & non-contrad-
dittorio, ma se cid & proprio quelio che si vuol dimostrare risulta
che una dimostrazione di non contraddittorietd di S con mezzi offerti
dal sistema S & sempre viziata di circolo e quindi impossibile.

§ 4. — ALCUNE CONSEGUENZE DEL RISULTATO DEL (GUDEL RELATIVO
ALL{MPOSSIBILITA DI DIMOSTRARE LA NON CONTRADDITTORIETA DI UN SI-
STEMA (POTEIICO DEDUTTIVO., - Se si ammette la validitsa del risultato
del Gopur esposto nel teorema IT del § 2, ritengo di poterne dedurre
alcune singolarl conseguenze. Ricordando le considerazioni svolte a
proposito delle affermazioni aventi senso, introduciamo due definizioni
ed un postulato al fine di esporre nel modo pih semplice e chiaro le
deduzioni alle quali si & accennato (teoremi IV, V, VI).

Definizione I. - Chiameremo ben definito un numero del quale ¢é
possibile calcolare valori con un approssimazione prefissata.

Sono quindi ben definiti i numeri per i quali &possibile caleolare
le successive rvidotto del loro sviluppo in frazione continmua, i numeri

(%) Dimostriamo questo risultato soguendo in sostanza ). HiLpert e W, ACKER-

MANN {cfr, op. cit., cap. I, §9, pag. 21). Si dico somma logica di due proposiziont

A & B, ches’indica con A& B o si legge 4 e B, la proposizione che & very quandoe

o soltanto quando 4 e I3 sono entrambe vere. Si dice prodotto logico di due pro-

posizioni 4 e £ che s’indica con A5 e silegge 4 o B, la proposizione che & vera

quando e soltanto quando almeno una delle proposizioni 4 e B & vera. Quindi

" se & vera ln proposizione A, sark vera la AR, (anche so per caso la 13 fosse falsa).
Se si accettano come valide le proposizioni A o ¢ sard quindi valida anche la

proposizione
' AB & OB

o sempre nslle stesse ipotesi si otterrad la proposizione eguivalente:

B4 & C);

(vale la proprietd distributiva del prodotto logico rispetto alla somma logica). In
un sistema ipotetico-deduttivo jn cui si trovassero due proposizioni 4 o A (ne-
gazione di 4), e B fosse una proposizione qualsizsi, si ricaverebbe, ponendo A
in Inogo di O _

. AR & AL
B(A &)

Ma 4 & A & certo falsa; visnlta dungue dimostrata la B,
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esprossi medianle sviluppo in serie convergente, oppure mediante nu-
mero decimale illimitato, di cui si sanno calcolare le successie cifre ete.
Postulato: Ogni numero ben definito & un oggetto del pensiero lo- .
gico; hanno quindi un senso lo affermazioni riguardanti tali numeri.
Definizione II. — Chiamiamo uwltrarazionale un numero intero del
quale non si pud dimostrare che & razionale né che & érrazionale. — Di-
mostreremo nel teorema IV che tall numerl esistono. Alla dimostra-
zione dell'esistenza di numeri ultrarazionali premettiamo il seguente:
Teorema III: Un sistema ipotetico-deduttivo S pud essere sviluppato
in modo che Uinsieme delle proposizioni che ad esso appartengono come
postulati o come teoremi dedotti dai postulati di S venga posto in corri-
spondensa biunivoca con la serie naturale dei numeri.
Infatti: ai simboil fondamentali del sistema & presi in un certo-.
ordine

So8y vie 8ay
facciamo corrispondere i numeri
0,1...ax—1;

o ad ogni formula il numero espresso nel sistema di nwnerazione in
base a, secondo il noto principio di posizione applicato nella consueta
numerazione decimale; ciod se ad una formula corrisponde la suceces-
sione di numeri (tutti minori di @)

oty ... a,

a questa successione e quindi alla formula date corrisponde il numero.

A" + agel + L+ a,

Consideriamo il sistema dei postulati p alla base di S, i quali
verranno ordinati secondo l'ordine di grandezza, dei numeri che rap-
presentano le formule esprimenti detti postulati. Dal postulati p che
sono in numero f{inito, ricaviamo tutte le conseguenze immediate ¢,
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che saranno anch’esse in numero finito (*); tra le conseguenze imme-
‘diate di date proposizioni, annoveriamo anche le proposizioni stesse,
o cid por essere sicurl di poter precedere indefinitamente nella dedu-
zione. Lie formule ¢, vorranno ordinate con lo stesso criterio adottato
per le formule p e dopo queste; dalle proposizioni p e ¢ ricaviamo
tutte lo conseguenze immediate ¢, e le ordiniamo nella solita maniera

{t} Per brevitd rinunciamo nel presente lavoro ad un esame approfondito di
guest'ultima affermazione, la quale risulta evidente, quando i pensi che nei nostri
gistemi ipotetico-deduttivi le consegurenze immediate di premesse in numezo finito
vengono ricavate applicando leggi iogiche in numero finito.

Per esempio nella logica tradizionale dalla proposizione «tutti gli 4 sono
B si vicava «qualche 4 & A»; dalla maggiore @ dalla minore di un sitlogismo
si ricava unna sola conclusione ecc.

Un’analisi del ragionamoento matematico, la quale ci conduce a ritenere in
wumero finito le conseguenze immediate di wn numoro finito di premesse, trovast
in 8. Zanmyusa, La legique des mathématiques, (Mémorial des seiences mathéma-
tigues, fase. XV, Paris, 1826); da detto lavoro riassumismo le considerazioni so-
guenti:

8 dice funzione logica ogni espressione F(x, ¥, #, ...) che acquista un signi-
ficato determinato almeno per aleuni sistemi di significati delle @, g, %, ... dotti
punti logict, per eui & definita. Una dimostrazione si dice completa quando ogni
passaggio da una proposiziono all’altra vienc eseguito mediante I'applicazione di
uno di questi dne principi: prineipio di sostituzione e «modus ponenss.

Principie di sostituzione, — Sapendo che una funzione logica F{x,y.%,...)
fa corrispendere una proposizione vera ad ogui punto logico per cui & definita,
51 ha il divitto di portare sulla lista dells proposizioni vere, ogni proposizione
otterinta medinnte la sostitusione ad o, y, %, ... dei simboli 4, b, ¢, ... relativi ad
un quaisiasi significato particolare di @, y,z, ...; per cul (e, 3,7 ...) & definita.

Principio «modus ponens». - Date due proposizioni p e g, sapendo che

Pog

{ciod da p si deduce 4) e che p 2 unn proposizione vera, si ha il diritto di met-
tere anche g nella lista delle proposizioni vere.

Pogtulato. — 81 ammotte che ogni dimostrazione logica corvelta sia sosti-
tuibile mediante una dimostrazione completa, in cai ciod si applicanc sollanto i
principi sopra enunciati.

" Qsserviamo che nell’applieazione di questi due principi {(che si possono ri-
condurre alla teoria del sillogismo) da due premesse si ricava una determinata
conseguenza: per il principio di eostituzione da « F(z, ¥, % ...) & una funzione
: logicn» e da «a, b, ¢, ... & un punto logico per cul & definita Fx,y,2,..)» st
.si deduce F(a,b,¢ ...); e per it «modus ponens» da «ogni conseguenza di una

proposizione vera & vera» ¢ da «g & una proposizione conseguenza della propo-
_sizione vera p» si ricava <g & una proposizione vera». V, anche D, HILBERT e
" W, ACKBRMANN, op. ¢it., cap. I, § 10, pagg. 22 o 23,
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dopo le ¢,; ricaviamo quindi tutte le conseguenze di p ¢, e ¢, lo
ordiniamo, e cosl di seguito all’infinito,

Teorema IV. Esistono numeri ben definiti wltrarazionali.

Infatti: consideriamo Vinsieme delle formule che esprimono i po-
stulati ed i teoremi dimostrabili di un sistema ‘ipotetico-deduttive S,
formule poste in corrispondenza biunivoca con la serie naturale dei
numeri, come & stato indicato nel teorema precedente. Ad ogni pre-
posizione

Fofooe fuv

che non sia in contraddizione con una delle precedenti, facciamo cor-
rispondere con una determinate legge i numeri naturali diversi da zero

(7} Byl oee @y

{1 quali possono anche essere presi per semplicith egu&h fra loro).
Formiamo ora la frazione continua

a -+

ay + ——-
! s+,

[8]

So g'incontra nella successione delle formule di & una formula in
contraddizione con una delle precedenti, s'interrompe la successione [7]
arrestandoci al termine a, corrlspondente all'ultima formula del si-
stema, § che non da luogo ad esplicite contraddizione. La frazione con-
tinus (8] sard uguale in ogni caso ad un numero reale ben definito,
razionale so la successione [7] & limitatea, irrazionale nel caso contrario.
Ora se il sistema § non & contraddittorio non si potrd dimostrare la

sua uon contraddittorietd (v. teorema IT del § 8), nd prevedere quindi
che la successione [7] sart illimitate e che il numero espresso dalla
frazione continua [8] risulterd irrazionale. Neppurc si potrd dimostrare
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che il numero in questione & razionale, perche cié equivarrebbe a dire
che S & contraddittorio, contro quanto abbiamo supposto.

Esistono dunque numeri ben definiti aultrarazionali.

Osservazione. Per alcuni numeri reali ben definiti, nonostante le
ricerche effettuate in proposito dai matematici, non si & finora dimo-
strato che sono razionali e neppure che sono irrazionali. Questo caso
si presenta ad esempio per la costante di Euvrero

. 11 1 ' -
C_mifcln(l T gt +—(k———log ?1):.0,577215

~ Potrebbe darsi che € ed altri numeri per cui si verifica circo-
stanze analoga fossero ultraragzionall.

Teorema V. Esistono coppiec di numeri ben definiti a e b tali che
non si pud. dimostrare che

@==b
e neppure che
az=b .
Sia per fissare le idee
@ = 0077 oo,

(numero decimale periodico semplice di cui la parte intera & 0 e il
periodo & 7). ,

b sia uguale ad un numero del quale la parte intera & zero e le
sucoessive cifre sono uguali a 7, se le formule di un sistema ipotetico
“deduttive S, con cui dette cifre vengono poste in corrispondenza biu-
nivoca, non sono in contraddizione con gualcunsa delle formule prece-
- denti; ma se s'incontra una contraddizione la successione dei 7 s'in-
terrompe in corrispondenza della formula precedente a quella che. da
“luogo ad esplicita contraddizione. Dunque se il sistema & & contrad-
“dittorio a b e lo si pud dimostrare, ma ‘se & non & contraddittorio,
pur essendo a =24, non sard possibile dimostrave dette uguaglianzs,
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perchd se la si dimostrasse si dimostrerebbe anche la non-contraddit-
torietd di & ¢id che & impossibile.

Teorema VI. ~ Esistono serie certamente convergenti o divergents, per
le quali tuftavia non & possibile dimostrare quale dei due casi effettiva-
mente st verifica, - Facciamo corvispondere alle formule del sistema
ipotetico-deduttivo & ordinate nella maniera gid spiegata, i termini di
una serie armonica finché in § non &'incontranc contraddizioni:

1+-;—;1+ +11
2 '_3".-- ......

\

Bara divergente se S mnon & contraddittorio.
Se invece § & contraddittorio, se all'ultima formula prima d’incon-

.. . . 1 .
trare una contraddizione, corrisponde il termine = alla prima formula

\ . . . . 1
che da luogo ad una contraddizione facciamo corrispondere por alla

.1 . . . L
successiva —; e cosl via; la serie da un certo punto in poi si tra-

sformera in serie geometrica di ragione minere di 1; guindi la serie

]_4 1 F**]; + . _1_ _l.._*nl +
tgtg eyttt

sard Gonvergente.

Se la serie & convergente si potrd dimostrare che & convergente,
perchd in tal caso la contraddizione § si dovrd incontrare dopo un
numero finito di passaggi, ma se & divergente non si potrd dimostrare
che & divergente (e naturalmente nemmeno che & convergente).

Esempi analoghi a quelli considerati nei teoremi IV, V, VI si
possono moltiplicare.

I delicati problemi piuttosto proposti che risolti nel presente la-
voro, potranno fornire argomento di nuove ricerche e suggestive me-
ditazioni a chi desidera esplorare le ragioni di confine tra matematica
e filosofia.





