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PONTIFICIA
ACADEMIA
SCTENTIARVM

IL CALCOLO DELLA PIASTRA ANULARE SPESSA *)

RENATO GIOVANNOEZI

SyMmarivs, - Solutiones adhibens, quae jam notas sunt quod attinet ad
funetiones cylindricas st ad functiones rativnales et trascendentes, Auctor poer-
pendit laminam anularem spissam, quas inaeguali oneri el vineulo sit sublecta.

Functionum cylindricarem, guae erebrius in calculis adhibentur, evolutiones
in seriem persequens, concludit Auctor eas tarde convergere, ideogue formulas
obtineri qunae commodius in doctrinae elucublablombus, quam in artium usu,
adhlbeu poesint,

1. PrEMBESSE GENERALI. ARGOMENTO DEL PRESENTE LAVORO. - 1l pro-
blema della piastra di spessore costante ma non trascurabile rispetto
alle altre dimensioni, ¢iod, come suol dirsi, il problema della piastra
spessa, & stato finora fatto oggetto di numerose ricerche che hanno
condotio a un certo numero i soluzioni esatfe o approssimate del
problema stesso. Una completa frattazione del problema generale dal
punto di vista matematico si trova in un ampio lavoro di Wonowsyy-
Krimasr ().

Per il caso, particolarmente importante nelle applicazioni, di- piastra
circolare caricata con simmetria assiale, le equazioni generali si sem-
plificano notevolmente o se ne conoscono finora due tipi di soluzioni.

(*) Nota presentata da 8. 15, PAceademico Pontificio Enrico Pistolesi il
27 gingno 1946.

(H) 8. Woixowsky-lirmecur, Der Spannungssustand in dicken elasia.sclwn
Platien, «Ingenieur Archiv»; IV Band, 1933, pagg. 203-226 o 305-331,

22 defa, vol. X,



246 PONTIFICIA ACADEMIA SOIENTIARVM

La prima soluzione, indicata da A.I. Love(}) e successivamente
sviluppata da A. TmdpE (*) per un buon numero di casi importanti, &
una soluzione in termini finiti, basata sull'uso dei polinomi di LEGERDRE;
e si presta a risolvere il problema di un cilindro circolare pieno o cavo
sulle cni facce cilindriche siano assegnate le tensioni normali e tan-
gonziali in serie di potenze della coordinata assiale z.

Lo seconda soluzione, applicats da N. Frmow (*), A. Napar(*), o
recentomente, da R. Omrra (%), si basa sull’uso delle funzioni di BesserL
e si presta a risolvere il problema quando siano assegnate lo distri-
buzioni del carico normale ¢ tangenzisle sulle facce piane di un ci-
lindro circolare pieno o cavo.

Ambedue le soluzioni si basano sull’ipotesi che il carico assiale
complessivo sia oquilibrato da tensioni tangenziali agenti sulle facce
cilindriche, ma con leggi di distribuzione diverse in ciascuna soluzione;
e ambedue le soluzioni sono in un certo senso incomplete, perche
permettono che siano soddisfatte certe condizioni arbitrarie solo sulle
facoe cilindriche (1* soluzione) o sulle facce piane (2° soluzione). Occorre
percid in generale combinare le duc soluzioni, benchd eid a rigore
non sia esatbo, essendo, come &i & detto, diverse nei due casi lo di-
stribuzioni di tensioni tangenziali sulle facce cilindriche.

Gl studi finors compiuti con le soluzioni del secondo tipo si sono

limitati al caso della piastra senza foro centrale, vincolata sulla faccia

cilindrica; nel presente lavoro estenderemo la ricerca al caso prati-
camente pit importante della piastra spessa cou foro centrale, tenendo
conto sia di condizioni di vincolo gii considerate in altri studi, sia
di altre che riteniamo di maggior interesse pratico. Hsamineremno
infine lo possibilitd di applicazione pratica dei caleoli svoltl

Yy A, B, H. Lows, A4 Treatise on the Malhematical Theory of Elasticity,
Cambridge 1927, pag. 276.

(®) A.'Tiuen, dchsensymmetrische Deformation von Umdrelungsidrpern, Zeit-
schrift fir Angewandte Mathematile und Mechanik, IV Vol,, 1924, pagg. 361-876.

() L. N. G. Fivon, On the Blastic Equilibrivm of Circular Cylinders under
Certain Practical Systems of Load, «Philosophical Transactions of the Royal
Society of London », Serie A, Vol. 198, pagg. 148-233.

(*) A. Naba1, Die FElastische Plaiten, pagg. 305 e segg., Editore Springer,
Berlino, 1925.

%) R. OuriG, Die achsensymmetrische belastele dicke Kreisplatte, « lngenieur
Avchivs, XIII Band, 1942, pagg. 156-162,
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2. L EQUAZIONI FONDAMENTALL DEL PROBLEMA. — L8 equazioni fon-
damentali del problema sono note. Detti ¢,p, gli spostamenti di un
punto generico della piasira rispettivamento in senso assiale ¢ radiale,
» il raggio generico, #z la coordinata secondo l'asse della piastra, mi-
surata & partire dal piano medio della piastra, v il reciproco del mo-
dule di Porssown, valgono le equazioni indefinite di equilibrio seguenti:

Oe
(1--2v)af + 9—ng

[1] )
é
(1—-2\;)(;;9_;?2-)«».97&0 ,

in cul A & l'operatore:

{2] A= '“";"g + T

[3] \ e:%+—-—-

che soddisfa alla:

[4] | _M_‘?"ek?_ﬁ_e+193_
' T 02t o Ty O

Da queste equazioni, con opportuna separazione delle variabili,
si deducono per &, e ¢ le duc equazioni separate del quarto ordine;-

AAL =0

[6] | (A-%)(Ap—-—;%):(),

di cui sono soluzioni particolari le seguenti, prodotti di una funzione
della sola # per una funziono della sola z:

[T} o= %\- (A Cosrz+BrzCosre+ CSenhe + DAz Sendra) %, (0r)

(8] £= %m (A’Cos 2z + Braz Cos hz + O Sen hz + ' Az Son 1) Z (W) -



2443 PONTIFICTA ACADEMIA SOTRNTIABRVM

In esse n: A, B, .., A, B, .. sono. costanti di determinare con
le condizioni ai limjti; mentre Z,, 7. sono fanzioni cilindriche di ordine

rigpettivamente uno e %ero:

ig] ZL (-}\3') o= J‘j (7\?") |- kN, ()\ ?’)
oy Zo 1) = T, 000 + kNG ()

aiod combinazioni lineari secondo uno siesso coefficiente k& (anch’esso
do determinare con le condizioni ai limiti) delle funzioni di BrssEL
o di Nrusaxy dello stesso ordine.

Sostituendo nella [4] e nella prima delle [1}, si trovano quattro
relagioni fra le costanti A, B, .., A, B, .., di cui pertanto solo 4 ri-
sultano in definitiva indipendenti. Tenendo conto A tali velazioni e
posto per sempliciti:

le espressioni di p e i £ agsumono. Vaspetto segunente:
[12] =3+ (A Cos¥ +BLCos{+ CBenl + DY Sen L} %, (a7}

118} £z S ; {(—A Sen? + B[(B —4v)Cos{—1 Sen {—CCosl+
‘ + DB —4v) Sen L — L Cos [} Z (7).

~ Per ogni valore di X s trovano corrispondentemente certi valori
delle costanti A, B,C,D, & Perché le soluzioni del tipo [7], 8] pos-
sano soddisfare alle condizioni ai liniti del problema, 2 deve ossere
in generale radice di una certa equazione trascendente. La sommatoria
si intende, ora e in seguito, estesa a tutfe le infinite soluzioni del
tipo {7}, [8}, che chiameremo per brevitd « solnzioni elementari », cor-
rispondenti alle radicl dell’cquazione relativa al problema particolare
eho si considera, poste in ordine di grandezza crescente. Le costanti
A, B, G, D, sono adimensionali.

Nel caso della piastra piena le funzioni di Nuomaxx, infinite
nell’origine, sono evidentemente da oscludere e le funzioni Zg, Z, s
riducono alle sole funzioni di BrssiL. S
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Lo {12], [18] possono seriversi pitt concisamente nella forma:

4y o= "i RQ2) 2y (0r)

{18] :

~;- Za) By (hry

Indicando con apici le derivate delle funzionmi R{iz), Z(%z) ri-
spetto all’argomento %z, lo espressioni delle tensioni normali Gy 0y B 6,
(rispettivamente tensione radiale, tensione in senso tangenziale e ten-
sione assiale) ¢ della tensione tangenziale 7 si serivono come segne:

o {?e ve 26 oo Lo
16] o= 20 (ar "17.-75).” 20 2\}3[(1_@ B9} =205 < RZ,

kK ol ve . 2G TP 4 AN, DY 1
[17] o ==2G (1;; + 1“1"-‘2) =y SR AV 6,1 26 3 - R,

[18] ag_z-;‘ze(g: + 1";)—- i() SIVRY (L= %1%,
r)P
9] = = (;(%% + 5 )_ GS (R -—-2)3,

8. Lm coNpiziowt ar ramins. — Per risolvere i vari problemi. possi-
bili relativi alla piastra anulare spessa occorre disporre delle sei co-
stanti X, k, A, B, C, D, che si hanno a disposizione per ogni soluzione
elementare in modo da soddisfare alle condizioni ai limiti.

In generale, nei casi pitt comuni di sollecitazione e di vincolo,
dovranno su ognuna delle quattro facce delln piastra anulare BSSCro
soddisfatte due condizioni rignardansi: sulle facce piane, i valori delle
tensioni normali e tangenziali; sulle facce cilindriche, 1 valori di tali
tensioni, oppure 1 valori degli spostamenti assiali e radiali.:

Mentre lo quattro costanti A, B, C,D, permettono di soddisfare
a tutte le quattro condizioni detie sulle facee piane, manca invece la
possibilita di fare altrettanto sulle facce cilindriche, nelle queli riman-
gono disponibili due sole costanti, % e &, per soddisfare a quesLe con-
dizioni. o

‘29 Acta, vol. X.
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Per la risoluzione completa dei vari problemi occorre percid in
generale combinare le soluzioni cosl ottenute con le soluzioni di Tumex,
relative appunto, come si & detto, a varie condizioni di carico sulle
facce cilindriche.

Negli studi precedenti prima citati eseguiti mediante soluzioni
del secondo tipo & stata agssunta come condizione ai limiti per la piastra
spessa senza foro «appoggiata liberamento al contorno» Vannullarsi
dello spostamento assiale in tutti i punti della faccia cilindrica, con-
dizione questa che corrisponde poco allides di un appoggio, dato che
da luogo a tensioni tangenziali sulla faccia cilindrica, e non si vede
nemmeno bene come potrebbe essere realizzata in pratica.

Anche la soluzione di Timpr per il caso della piastra appoggiata
ol contorno o caricata da un carico ripartite uniforme, oppure da un
carico ripartito sopra una circonferenza, pur non coincidendo esatta-
mente, per le ragioni prima dette, con 1a soluzione analoga del secondo
tipo, da sempre luogo & tensioni tangenziali sulle facce cilindriche.

Il caso che si presents in pratica e che pertanto abbiamo ritenuto
opportuno di prendere in esame nel presente lavoro, oltre ai casi, gid
considerati da altyi, prima detti, & invece quello in cui il carico agentoe
su di una faceia piana & equilibrato da un carico con rigultante uguale
ed opposta agente sull'altra faccia, non ossendo le facce cilindriche
sottoposte ad alcuna tensione tangoenziale.

4, SrupIo DI VARI OASI POSSIBILL DI VINCOLO B DI SOLLECITAZIONE, —
Con queste preinesse, passiamo allo studio del nostro problema. Siano 24
lo spessore della piastra; @;¥, 1 raggi esterno ed interno. L’asse z
abbia, come si & detto, Uorigine a metd spessore della piastra stessa.
Consideriamo in quanto segue un certo numero di casl possibili

" di vincolo e di sollecitazione.
A) Piastra anulare, vincolate sulle facce cilindriche secondo lo

condizione
[20] (=0 per r=a; £=0 per r=0,

caricats sulla base z=h da una pressione p=p(r) e sulle base g=—h
da una pressione p'= p'(1).
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© Dalla {20], tenendo presente Vespressione [18] di £ e la [10], segue

per X Vequaziono trascendente:
[21) Jo(ra) NO('{\I)) e Ty O N (0 6) == O

e per & il valore:

J, (e} T, ()
TN,y N,

[22] Jo s

La determinazione delle costanti A, B, C, 1), corrispondenti a una
data soluzione elementare si effettua dopo avere sviluppato le fun-
zioni p(r), p'(») in serie di funzioni ecilindriche di ordine zero:

[10 rip.] Zy Oy =T, (A0 + BN, ()

essendo X o & definiti dalle [21] e {22], mediante gli sviluppi:
(23] O p) =— 4G S SE,00)

[24} pPoy= 4G IS L0000 .

Comse gia detfo, le sommatorie si intendono estese a fubti i va-
lovi di & che soddisfano alla [21] in ordine di grandezza crescente.

Per una data soluzione elementare, le condizioni determinntrici
delle costanti A, B, C, D sono allora le seguenti (con o,* indichirmo
adesso la sola parte di g, che corrigponde alla radice 2):

[25] per z== & e =4 GSZ,0r) ,

[26] per z=:--h ol 4 GS'Z,0r) .
Posto:

fery . Yhe=o,

dalle due condizioni esprimenti Vannullarsi della = sulle facce piane

si deduce:

28] C=B[(l-2v)—nTge Aw=D[(1~29) - 0 Cota] .
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Sostituendo melle [12], {13}, [18], si trova:

[29] Bl(1+0Tgo)Senl-{ Cos’j+D[(1+0 Cobw)Cosl-,Senl].

g
OGZ, ()
Facendo quindi uso delle due condizioni relative alla o,*, si ha:

.. g ,' s
0] B= D= S

2w 2o
Sen 2o

Sen m(l S ) Cos o (1 +

Sen 20

Lo espressioni complessive deile fensioni risuitano le seguenti:

&) -%=§3B[(1+m'rgm) Senl — Cos (]} +
+D[(L+ » Cot w) Cos 7 —{ Sen {4 Z,(0)
[32] §%= 9vS[B Sen? + D Cos (] Z,(2) +

+3 %_ {B}{Cosﬁ%—[(l—‘Zv)»—ngnﬂSenZ% +D %ﬁSenﬁ+{(1—2v)—cu00tw]008'§{} 7, (hr)

-3 %{B 7 Cos?+[(1-2v)~wl'gu]Senl{+ 1) ¥ Sen?+](1-2v)-0Cotau] Cos{, {}Z ()

134] "EEG’ ~SIB(Senl-wTgw- Cos{)+D{ Vos -0 Coto-Senl)] Z,().

Da ogservare la perfotta simmetria dei coefficienti di B ¢ di D, che
si ottengono 'uno dall’altro scambiando ovungue il seno e Ja tangente
iperbolici col coseno ¢ con la cotangente rispettivamente e viceversa.

Por il caso particolare in cui una sola dello facce, ad esempio la
superiore, sia caricata, basta fare ovungue p'==0, 8'=: 0.

Tl sistema di tensioni cosi oftenuto non soddisfa alla condizione
di avere tensioni normali nulle sulle facee cilindriche. Per realizzare
approssimativamente fale condizione, occorre sovrapporre al sistema
trovato un sistema che . abbia sulle facce oilindriche di raggi «, b,
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forze radiali risultanti R{a), I{b) e montenti Hettonti risultanti M{a), M(®)

(forze e momenti si intendonc naturalmente riferiti all’'unitd di lunghezza

delle circonferenze di raggi a,b) uguali ed opposti a quelli del sistema

trovato. '
81 ha facilmente:

[85] R;((L) = (GJ)T-:'(.: dd == 8 G Y E-D Z" O\ (L)
' ~h
{36}
h
M ()= /fa,)? S S ZO )4 1(705) 49y lwaCoton ’
-k (20
Sen 2w
o, analogamente:
7] R@)=86y3D 2
S S’ Zi (A0} L—wCotw
[38) M@)= 2,00y + = [ 142y A TR
T Hen2w

Dalle [35], [36), [37], [38), appare che le forze radiali dipendono
dalle somme dei coefficienti degli sviluppi in serie di p, p’; 1 momenti
flettenti dalle loro differenze. Se le duc facco piane fossero caricate
ngunalmente, mancherebbere i momenti fiettenti.

Si vede anche che nel nostro caso, in base alle ipotesi di vincolo
ammesse, le [36], [B8] ¢1 semplificano per essere Z;(Aa)=2,(2b)=0.

Lo tensioni corrispondenti alle forze R(a), R{}) o ai momenti
M(a), M) valgono, come si deduce dal citato lavore di A. Tmrer:

forza IWa) al bordo esterno.:

Rie) a® b* Ra) o° b*
B9 . o gy (i) =gy oh W (bege)

A lf‘m'za R(b) al bordo inferno:

RD ¥ [a* __R@y ¥ (o i
[40] gy gt g (——ml) = ~ g g +1).
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Momento M(a)==M al bordo esterno:

» 3 B\ 2 3 0\ 2

Momento M(Dy=M al bordo interno:

£ 2 q 2 -
[42] g M(iiw1) .. M({‘—2 +1)4 :

L 2 1.% h:}
B Piastra anulare vincolata sulle faccia cilindrica esterna se-
condo la condizione:
[48] E=0 per r=a,

caricata da wna pressione p(v) sulla faccia z==h e do una pressione
P () sulla faccia z==-— I
Per definire il valore di %, alla condizione:

[44] J,000) + BN (W) =0

aggiungeremo V'altra che siano nulle lo tensioni tangenziali sulle faccia
¢ilindrica #:==5, ciod la condizions:

(44} ‘ T+ RN, () =0
Dalle [48], [44] seguoe per % Yequazione tragcendento :
{461 J,0) N, (10) — T, 0N, Q)= 0,

e per k il valore:

Joat)  J(A0)
TN, N (b))

[46] k=

Tutte le altre formule sono formalmente identiche a quelle del
easo A). Continueno pertanto a valere le formule da [23] a [41], purché
si intends che in esse 1 valori di X o di %k siano adesso definiti
dnlle [46], [46] anzichd dalle [21], [22]. Le [36], [38] si semplifieano
per essere nolla [36] Z,(ra)==0, nella [88] Z(2b)=0. Lo R(b) date
dalle {37} si annulla.
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Q) Piastra anulare vincolata sulla faccia cilindrica interna se-
condo la condizione:

147] . £E=0 per =0,

caricata du una pressione p,(v) sulla fuccia z="h e da una pressione
p'(r) sulla faccia z=h.

Imponendo la condizione v=:0 per r=a, si trova ancora che
valgono tutte le formule del caso A), purché in esse si intendano
adesso X e & definiti dalle relazioni: '

[48] T,00) N, (h&) —~ T, (ha) Ny (hb) = 0

Ji(ha)  J,(AD)

149] b= NG T T NG

Lic [86], 188] si semplificano per essere nelia [38] Zy(ha)=0 e
nella [36] Z,(20)=0. La R(a) data dalla {35] si annulla.

D) Piastra anularve, libera sulle facce cilindriche, carvicata sulle
facee piane 2=t k rispettioamente da distribuzioni di pressione (), p'lr),
tali da avere risultante complessiva nulla, ciod tali da soddisfare alla
relazione !

 [50] [l —p)rar=0.

Per dofinire » e %k assumiamo adesso le condizioni:

[b1] =20 per r=a o per r=b,
clod
(62] J @) N, (Z) —~ T, (A5 N, (ha) =0

J.08) _ T0B)

03] SRS WEv R iY)

Clontinnano a valere tutte le formule relative al caso A) in cul perd
si intenda che A e % siano definiti dalle [62], [63] anzichd dalle [21], [3].
Lo [86}, [88] si semplificano por essere Zy(ha)==%,( b} == 0.
Le R{a), R(d) date dalle [35], [37] si annullano,
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Occorre tener presente che in questo caso il sistema i tensioni
corrispondente a una data radice 2 non & in generale equilibrato.
Si ottiene lequilibrio solo tenendo conto della sommatoria di tuthi i
sistemi di tensioni corrispondenti alle radiei .

Come caso particolare, potra essere caricata una sola facc,n da una
distribuzione di pressione avente risultante nuila, essendo Valtra faccia
scarica. Supponendo che la facein carica sia la faccia z=h, sard clod:

(60 P)==0 [ peyrdr=0.

Te formule relative a questo caso particolare si ottengono facendo
ovungue 8'=0. '

E) Piastra anulare caricate da wna distribuzione di tensioni tan-
genziali ©(v) sulle faccia piang z==h e da wna distribuzione —1'(»)
sulla faccia z=—Ah.

T valori di % e % sono ancora definiti dalle {52}, {58]. Le condi-
zioni per la detzm‘minaziond delle costanti A, B, C, D sono le seguenti:

{B54] per z=2h 6,=0 t=7(r)
5] Cper ze—h 0,=0 Te=t() .

Dalle condizioni relative alle s, si deduce, per una data radice A:
(66] A=D[2(1-v)—wTga] C=B[2(l—v)~oCota].

Sostituendo melle [12], {13}, {19] si ftrova, indicando con % la
parte della © totale che corrisponde alla radice.-h:

o7 =Bt 4 - -
[67) QGZi(M) [ 8ent+(1-0Cotw) Cos? }FD (COSC+(1 wTgw)Senl],
nella quale cspressione & da osservare che si passa dal coefficiente
di B a quello di D sostituendo ovunque coseno e cotangente a seno
e tangents e viceversa.

Sviluppate in serie di funzioni ecilindriche di primo ordine le di-

stribuzioni 7(r), 5'(r) mediante gli sviluppi:
B8y ' (M ==Ad G ST Z ()
{BY] _ =4 G T T O,
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per una data soluzione elementare si hanno quindi le condizioni se-
guenti determinatrici delle costanti A, B, C, D:

[60] per 2=k - =4GTZ ()
[61] o per  z=-—h F=4GTZ 00 .

Con sempliel caleoli si trova:

- T . T . ' . v
62 B _.DFTQM D T 12
Cos o (1.“ k__w) Sen (14 _ae )

Sen 2w Scn A

Lie espressioni complessive delle tensioni risuitano le seguentl:

[63] ;E; - S [B (0 Cotw-Senl~-L{CosD+D(wTgw- bost 78011()]20(19)
{64} 20_ S(BSen? + D Cos) Z, () + 5 2 1(1?){ 3L Cosl + [2(1—~v) -

~wCotes] Sen L]+ D¢ Sen +(2 (1wv)mngm]00szg}
[65] -2&_ 2{ [ CGSZ+(2—mGotm)Sen'C]+D[ﬁSen'ﬁ+{2—-w'f[‘gm)Oos‘C]}Zo()\?*)+

+S 71;%1) {B}f(}os L+ 21w Cotw) Sen 4D Senl+{2(1-v)-0 Tgo] Cosﬂ}

[66] —M-Z}B [tSen’+(1-wCotw)Cos ]+ DL 0s'ﬁ-|-(f1A»—w'l‘gcu)Sen‘Q(ZL(M').

Le forze radiali risultanti che occorre applicare al sistema trovato
" per avere risultante radiale nulia, sono, tenuto conto che, per le [bl]},
Z,(day="7,000)=0:

(67 R@w4G3 %00  RO)=4G 31

7o (WD) ;

mentre 1 momenti da applicare pel avere momento 11511113&111;9 nullo
valgono:

[68] M(a)=4GhS EM;E Z,0a) M@ =4GLS f,ll_i_' (WD) .
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Si vede dunque che le forze radiali dipendono dalle differenza
delle distribuzioni di tensioni tamgenziali sulle facce superiore e infe-
riore; 1 momenti dalla loro somma.

Nel caso particolare in cui la sola faccia superiore sia carica e
la inforiore scarica basta fare ovungue T'=0. Dal confronto delle
[67), [68] appare anche che le distribuzioni di tensioni tangenziali
applicate sulle facce z== =% dinno luogo a forze radiali risultanti per
unith di lunghezza del contorno agenti nei piani di tall facce.

B. G'Lr SVILUPPI IN SERTE DI FUNZIONI CILINDRICHE. — La soluzione
del problema nei vari casi considerati importa sempre, como si & visto,
uno o pit sviluppi di determinate funzioni f(r) in serie di funzioni
cilindriche di ordine zero ed uno mnell'intervallo bsr<a:

[69] ) == 3 ¢ 2 (37) [70] fry=73 (M7}
essendo gli « autovalori » %; del problema definiti da deterninate equa-
zioni trascendenti (le [21), [46], [48], [62]). ‘

Lo formule di tali sviluppi sono note, me raramente riportate nei
trattatl; riteniamo pereid opportuno riportarle qui nella forma che esse
assumono per i casi che a noi interessano.

Per lo sviluppo [69] valgono le relazioni seguenti:

[71] ¢= %: f : ) Zo () rdr

Cyo= %: { a*[Zo* (hea) + Z (N )] —

[72]
— DY Ze* (0, ) + Zﬁ(hb)}} ;

mentre par lo sviluppo [70] valgono le relazioni ;
1 o

[73] e E[ f L () rdy
iJ o

= ",:L af| 7 ) + B2 () 2 Z, (@) 2y Gy a))—
2 3a .

[74] L ;
- b?\zozo\ib) + 2y (b) — < Zo(MiD) ZMM)} } .
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Le espressioni [72], [74] di C; si possono naturalmente semplifi-
care quando, por le condizioni ai limiti, si annullano per #=a o r=0b
le funzioni Z (a7} o Zy(x#).

La possibilith di calcolare la funzione primitiva degli integrali
che compaiono nella [71], [73] dipendo naturalmente dalla forma ana-
litica della funzione f(r). _

Per il caso f(r) =cost, Pintegrale [70] si caleola subito, essendo:

{76] qu (h#) v dy = {.',, Z (1)

mentre 'integrale [73] si riduce, mediante la relazione:
o " 1

[76] fa' Zy(hw)dy =~ -;: Z,u7) + »i:?fzo(m,r) d(x7)

al calcolo dell’integrale:
[Zy()

integrale che non si sa fare in forma finita.
Se la funzione [(r) & lineare si presentano gli integrali:

f’:‘* ZoOv)dr == -51— ¥ (M) _f'r Zy () dr

[77) 1, o, 1 (. '
— {, Zu(h) + 5 Za 07 1—{2/’ Zo Oni2?) d(miw)}
A2
[78] [’?’9 Zy(hr)dr = %—— {)\—J? Zy (e#) — Lo (i1

il primo dei quali si riduce ancora al caleolo, da farsi per integra-
 zione numerica, dell'integrale f Ziy (1) dr.

Apli integrali fondamentali considerati ci si riduce anche, con
integrazioni per partl, quando devono eseguirsi integrali del tipo
f 7 2o (37 di” [ ™ 4 () dr, esgsendo m un numero intero maggiors di 2.

6. I, caLcoro DEGLT AUTOVALORT A ~ Lio oquazioni trascondenti |21},
[45], [48], [62], di cui per lo svolgimento dei caleoli occorve determi-
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nare le radici, sono sostanzialmente, posto ('}:

@

(79} | ek b=,

dei tre tipi seguenti: -

[80] folw) =T, () Ny(bw) - J, (ko) Ny ()
[81] @) = T (@) Ny (o) — T, (o) Ny ()
(82) Fila) =T, (@) N, (k) — T, (o) Ny (i)

Consideriamo dapprima il caso di una radice a cosi piccola che
non possano usarsi per lo funzioni di Brssen e di NmUMANN di eul
essa & argomento gil sviluppi asintotici. '

In tal caso, calcolato un valore approssimato & della radice ®
posto: ' '

[83] .’B::E-i-a,

si pud scrivere, axvestando lo sviluppo in serie di Tavrom ai primi
tre termini: ‘

2

84) Flw) = [(E +6) = f(B) +of (@) + 5 [ (&) =0 .

Si ha cosi una equazione di secondo grado, cho risolta fornisce
il valore di . In questo caso un tale procedimento sembra preferibile -
all'uso ripetuto della formule di Nmwrox, per il fatto che lo tabello
(Kuuxt Kavasur, Funfstellige Funktionentafeln, Springer, 1930) danno,
per argomento fino a 16,00, i valori delle fungioni J,, N, J., N; con
b decimali, di 0,01 in 0,0L.

Prendendo ‘come valore di partenze un valore delle tavole, il
trascurare il cubo di e porta a uu errore cortamente minore di 10~

(*) Allo scopo di conservare le notazioni di JAMKR Bumpw; Funlktionentafein,
sl usn in questo paragrnfo, e in guesto paragrafo solumente, un simbelo 7 defi-
nito dalla prima delle [79], che ha un significato diverso dal & definito dalle {97, [10},
che compare in tuéti gli altri paragrafi precedenti o seguenti il presente paragrafo.
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ciod minore dell’errore con cui sono riportate le funzioni nelle tavole
stesse. Si ottiene percid il valore esatto (nei limiti della precisione
delle tavole) fino dal primo calcolo, mentre invece con la formula di
Newron occorre calcolare successivamente funzione e sua derivata
prima per valori di @ non contenuti nelle tavole.

Le espressioni delle f'(x), /“(w}, che per brevitd non stiamo qui
n scrivere per i vari casi possibili, si trovano facilmente ricordando
che valgono le relazioni:

[85)] I, () = — T, (%) Jo"(w)ﬂ—Jo(m)‘*g!“‘g.@

[88]  J.(@)=— T, () Jf’(m)—(iwl)m) o)

e le analoghe por le funzioni N {x), N,{x).

Per trovare un primo valore approssimato di @ si pud, per le fun-
zioni f,, fi, interpolare nelle tabelle che dinno le loro prime set radici
per varii valori di % in Jamus-Exor, Funltionentafeln, pagg. 274-270.
Por la fo, si pud far uso delle citate tabelle di Kuimomr Havasur

Per il calcolo dei valori pilt elevati delle radici @ si propone
come pitt conveniente il procedimento seguente, basato sugli sviluppi
asintotici di HARKEL.

Por le funzioni di Bmsser J, e di Nmumann N, di oidine’ P tall
gviluppi si scrivono notoriamente nel modo qeguento

1871 J,(2)= \/ ;“25 (A, (@) cos 0, () — By() sen 6,()]

[88] N, (x) :\/_7?5— [A,, (x) sen 0,{x) + B,(w) cos 81,(:1:)]

n eui:

[89] _ eﬂ,(w)_m Py —

_qo G 1N (p-5T) | (4pP-17) (4p™-8°) (4p°--BY) (4232 (8
" &l =1 5T R ey AT 2
9

L -1y (4pP-1%) (4p°—B7) (4p” — B
Bo(@) = = 5 rmay * 5% 31 Gy
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Sostituendo nelle [80], [82], in cui si intenda che sia rispettiva-
mente p=0, p=1, si trova, tenuto delln [89], Vequazione seguente
determinatrice delle radici @:

A, (k) B,(@) — A, () B, (k)
A, (ka) A, (z) + B, (kx) B, ()

o1} tg [(k—1)x] =

Poichs gli A, sono dellordine di grandezza dell'unitd, mentre
i B, sono dell’ordine di grandezza di —, clod, essendo per ipotes

2 grande, piccoli del primo ordine, il secondo membro della [91] &
piccolo del primo ordine. Percid anche la tg [(k—1)a] sard piccola
del primo ordine e potrd quindi confondersi col proprio argomento
diminunito di mw, essendo = quellintero che fa pil avvieinare alio
zero la differenza [(—1)x — m=].

Calcolati per un valore approssimato & di @ il primo e il secondo
membro della [91], Vincremento:

{92} ee= i — &

da aggiungere al valore # di prima approssimazione per ottenere un
valore pitt approssimato @ della radice produrrd, per quanto gi &
visto, nel secondo membro della [91] una variazione dell’ordine di

grandezza di —F clod piccola del sccondo ordine e quindi, nelle

nostre ipotesi, trascurabile, e nel primo membro una variazione uguale
circa a [(k—1)¢e].
Il valore di ¢ risulta percid definito dalla relaziome:

(93] cmmeo b [AeFB B @) Ay(@) By(EE)
B =NT0 A.j, (kﬁ) Am(ﬁ) + B”(kﬁ) B?)(%)

~(k--1ya+mw

Per radiei molto grandi si ha, ancora pilt semplicomente:

, _ B@=B,Ex . mT
[937] i
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A un risultato perfettamente analogo si giunge sostituendo gli
sviluppi [87], (88] nella [81]. La condizione determinatrice delle radici
risulta adesso la seguento:

% A, (k&)B (&)~ A, (&) B, (kZT)
g | — Do — —=| =1 g 0 .
|6 - o= 3|~ D e bR

{94]

L’incremento & da dare a un primo valore approssimato della x
per trovare un valore pili approssimato dalla radice stessa & dato
adesso dalla:

1 [ A& B, (&) — A (%) B, (k&) _ 0w
L d — e — T
(98] &= gy { AU K (3 B B, - hEs g +me
e, 5o @ & molto grande, dalla:
, By — By (k®) . ™ mE
[95) g ) TETH T RS

essendo s il numero imtoro cho fa maggiormente avvicinare allo zero
la differenza

(k—1)a - -% — |

Al tendere di a all'infinito le radiei tendono ai valori limiti:

[96] ' a::-?«é% per lo equazioni [80], [82]
[97] E%i_)ﬁ por Vequazions [81],

egsendo # un numero intero positive. I valori delle radici dati dalla
[96], [97] possono servire in ogni caso per avers 'ordine di grandezza
‘o addirittura un valore di prima approssimazione delle radici cercate.

APPLICABILITA PRATICA DEI RISULTATI OTTENUTI. — Pur facendo uso
degli accorgimenti e dei metodi sopra esposti per il calcolo degli
autovalori e quindi dei coefficienti degli sviluppl in serie di funzioni
cilindriche, si deve purtroppo constatare clhie 'applicazione delle formule
ottenute richiede, salvo casi speciali, una mole di calcoli numerici
cosi imponente, che pud esscre giustificata solo dalla particolare im-
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portanza del problema che interessa risolvere ed esclude in generale
una comoda applicazione tecnica delle formule stesse.

Questo fatto & dovuto essenzialmente in primo luogo alla estrema
lentezza della convergenza degli sviluppi in serie di funzioni cilin-
driche (i trattati matematici omettono di solito di chiarire questo punto,
fondrmentale per le applicazioni teeniche), in secondo Juogo alla man-
eanza di tabelle abbastanza estese per i valori delle fanzioni di Busser
o di NEUMANN.

Ii primo motivo & il pilt grave, i vede facilmente, tenendo
presenti le espressioni asintotiche [87], [88], che. i cocfiicienti degli
gviluppi in serie sono dellordine di grandezza di L/ &, ciod, poiche,
per valori abbastanza clevati delle radici @, esse crescono circa pro-
porzionalmente al numeri naturali, 1 coefficienti decrescono con propor
zionalitd inversa alla radice guadrvata del pameri naturali, Siccome
poi, negli sviluppi, essi sono moltiplicati per funzioni eilindriche, che
sono dell’ordine di grandezza di 1/V&, in definitiva ogni termine
dello sviluppo decresce con propoyvzionalitd inversa al numeri naturali,
ciod molto lentamente. . '

~ Per veder meglio la cose, consideriamo ad esempio il easo in cui
valgano le condizioni ai Hmitl (51]. Por valori di x abbastanza grandi,
tall condizioni, ricordando le [87], [88], si soerivono:’

cos 0, (0, B) + & sen 0, (3;) == 0

[98]
cos 0,02 a) + Tt sen §,00) =0
. 0 anche: .
sen 8, (W 0) — & cos 0,(hD) =0
199]

sen 0, (A ;@) — & cos B, (}a) = 0
Per lo [87], {88] in cui si faccia p=0, B,=0, si ha allora’
o/ 2 ; .
Do (3 ) == \/Tmﬁ [cos by (h; D) + % sen O ()\g‘b).] : .
: o 5 | :
[100] e \/m (1 + %*) cos 0, (2. D)

ZioOa) = vg—a (L + _k?) cos O, (hvat) .



ACTA 2065

Sostituendo nella [72], in cni si tenga presente essere Z, (A 0) ==
=7 (0a) =0, e tenendo presente che, come si deduce subito dalle
[99], &

w1 ' Ccos?0,(0,0) == cos® 0,00 a)
si ha: |
[102] Ci= F_b) (1+E*)? cos® O,(00) (_%_ - l)' .

e quindi, per la prima delle {99
1 o _ b 3 (
[1027% C"—"ﬂ:(lJrk}(z; —_].) .

Nell'ipotesi f(#) == cost.=1 si vede poi facilmente che il mume-
ratore della [71] risulta non superiore a: .

“ T oL
—2\/— e (14 K
A W Vl;_”F L .

¢ pertanto 1 coefficienti dello” sviluppo risultano non superiori w:

o

Qa Vs 1 14|k

TR n4
. A am ("(?:— - 1)

‘D'altra parte essi sono pol moltiplicati per le funzioni Zo(A7),
le ‘quali sono, in valore assoluto, non superiori a:

Peorcid in definitiva 1 termini dello sviluppo non superano il
valore: '

da 1 (1xk) da | 2k
— o = SRR | [
bla—0) & (1+E% bla—Db) A 1+k

T poichd il valore del termine entro paremtesi varia poco, oseil-
lando fra O o 2, Pordine di grandezza dei termini dello sviluppo &
definito da 1/}, cioé dal reciproco dei numeri naturali, come si era
affermato,
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Por avore termini dell’ording di grandezza di 1/100 cccorrs dunque
calcolare 100 termini della serie, cid che, evidentemente, non & affatto
pratico.

La geconda difficoltd a cui si & accennato richiede che per valori
dell’argomento superiori a 16 le funzioni di Bmesen o di Nrumawy
venganc calcolate mediante 1 loro sviluppi asintotici.

Per avere il diagramma completo delle tensioni e degli spoqta,-
menti occorre dunque, anche conoscendo gid i coefficienti degli svi-
luppi in serie, calcolare un gran numero di valori di tali funzioni
mediante tali sviluppi. Questa difficoltd potrd osscre superats medianto
-la costrueione, tutt’aliro che difficile, di estese tabelle delle funzioni
di Brssen o di Nrumawy, ma allo stato attuale sngsiste o non ¢’é
mozzo di evitarla.

8i conclude pertanto che, come gid affermato in precedenza, la
solugione ottenutn, come pure, pilt generalmente, le soluzioni che ri-
ehiedono lo sviluppo di funzioni arbitrarie in serie di funzioni cilin-
driche, non si presta & una comoda applicazione tecnica e pud percid
essere conveniente farne uso solo in casi di grande importanze, quando
gl disponga di speciali sussidi per i complessi calcoli numerici che
occorre svolgere,





