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SAGGIO DI UN'APPLICAZIONE DEL CALCOLO
DELLE MATRICI ALLA TEORIA DEGLI ERRORI®™

ALESSANDRO MARCANTONI

SVMMARIVM, — Auctor, adhibito algoritmo caleuli matricum, simplici ratione
invenit notas illas leges de «indirectis observationibus» degue «observationibus
condicioni obnoxiis », Haec via, quae celorior est ot magis perspicua ceteris usqus
adhue adhibitis, per se ipsa varies usus ostendere potest.,

1. Puemussk. - Nel corso di Geodesic da me ultimamente tenuto
per incarico della Facoltd di scienze dell’Universitd di Pisa, ho avuto
occasione di svolgore un breve capitolo sulla Teoria degli errori, ove
ho fatto sistematicamente uso dellalgoritmo del calcolo con matrici,

Un’applicazione di questo genere si pud vedere, por esempio, nel
lavoro del Junsen cilato nella Bibliografic alla fino di guesta Nota,
ma in esso l'argomento & trattato incompletamente, in quanto non
viene espminato il ealeolo degli exvori medi. Ora & appunto nella ri-
corca dei parameiri di errore, e precisamente nolla ricorca dei coeffi-
cienti di peso e di correlazione, che Dnlgoritino delle matrici si mosira
particolarmonte adatio, sia per la semplicita eho esso porta ai proce-
dimenti deduttivi, sia come guida por la pratica del ealecolo numerico.
Ritengo pertanto possa Interessare un breve riassunto dei procedimenti
da me seguiti, che mi propongo di esporre in questa Nota.

Por quanto riguarda le definizioni e lo operazioni elementari sulle
matrict, non & gui luoge di richiamerle perché generalmente note.

{*) Nota presentate dall’Accademico Pontificio §. I, Giuseppe Armellini il
25 Novembre 1946,

21 Acta, vol. X,
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Saré, per altro opportuno tener presente la nozione di défferenziale di
una matrice ad elementi variabili, dandosi tal nome alla matrice for-
mate coi differenziali degli elementi stessi: precisamente, se &

zi Lo zi o
/77 S ,
Zm.l ----- zn;.”
8l porrd
dz, R dz{ s
dZ=1 . ... i
AZipse oo A2

Fra lo proprieth formali del ecalcolo differenziale che vengono
qui conservate, ci basterd ricordare le seguenti:

] d(Y+Z)=dY+dZ, d(AZ)=AdZ, d(ZB)=dZ B,

dove A o B sono matrici ad elementi costanti,
Se si considerano due n-complessi verticali

ty a¥,
t= dZ == '
t?! dzﬂ

rispettivamente di termini e di differenziali indipendenti, la condizione
1] ‘ A2+t dZy + ..+ 2, d 2, =0
che si serive pure brevemente nei due modi
1 t_i;iZmO, dZ_,t=0,
sard sompre soddisfutte (qualunque siano i dZ,) solo se si ba
(2] t=0
Pitt in generale, i dZ, siano anche legati da g (<) relazioni del tipo

Aldzl + .00t Audz,‘mo
3] e
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od anche, brevemente,

(3] M.dZ=0

dove si & posto
y. A,
Mg i,
Qe v Q.

Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange porta allorn a concludere
-che, affinchd le [1] ¢ [8] possano coesistere, si dovrd poter determinare
un g-complesso di elementi X, ...K,, tale che risulti '

{4] t=M_ K .

Si abbia ancora una matrice U, i cui elementi .., siano grandezze
osservate, Diremo walore medio di U la matrice

JUNC) . ¢/,
formata coi valori medi dei singoli elementi #,.,. Si verificano imme-
diatamente le identitd

(1) M@U+V)=M{U)+M({V), M(AU)==A-M(U), M(UB)=M(U)-B

dove A ¢ B sono matricl ad elementi costaiti.

9. IL PROBLEMA DELLE OSSERVAZIONI INDIRETTE. - Ammettendo gii
note al lettore le varie definizioni e questioni preliminari, consideriamo
un sistema di n equazioni generate indipendenti gid ridotte alla forma
lincare e all’unite, di peso, con ¢ incognite 2,...2z,(n>g). Siano queste

2+ 2+ B =

o2y + Doyt oo+ JoByF o=y

e T

TR /T SN 1 M- R o Y

97 Aeta, vol. X,



304 PONTIFICIA ACADEMIA BOINNTIARVM

dove @by, ... g % sono funzioni di quentita direttamente misurate,
e le v, sono i residui. Brevoments, le [B] si potranno scrivere

{6 Az+k=v,

avendo posto

alib’_nnnnngi #y k.l ™
[5.'1] A=, i, y 2={ " 1, k= T
(7908 1 TR G 2, T, v,

In conformits al principio dei minimi quadrati, i valori pit plan-
gibili 2, saranno quelli per cui risulters

[v¢] = minimo

ossis, differenziando

0,00 + Vo dvy + ... + 0, d0,=0 .

Quest'ultime st pud scrivere brevemente
[6] de_jv=0;
d’altra. parte, la [B], tenuta presente la [1] del § precedente, da
va=k_+2_ A, do_=dz A_;,
e pertanto con quest’ultime e la [5'] la [6] diviene
dz_y(A_yAz+ Af,ik) =0,

Come sopra si & osservato, affinchd quests relezione sia identi-
camente verificata, dovrd essere nullo il g-complesso verticale dei
coefficienti delle dz. Posto allora

(7] - D=A_A
81 ricava

[8] Dz+A_ k=0
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Le [8] rappresenta un sistema di g equazioni lineari nelle g in-
cognite %, Lo D (che la [7] mostra chiaramente essere quadrata o di
ordine ¢) & la matrice dei coefficienti e, poiché le [B] si sono supposte
indipendenti, essa & certamente non degenere; il secondo termine &
il g-complesso verticale dei termini noti. Volendo esplicitare la [8],
tenute presenti le [B"], indichiamo rispettivamente con a,b...g,% gli
n-complessi verticali costituiti dagli elementi a,b..g,k (@==1...n).
Avremo allora

[11]
a_y aa a_yb... .. a_, g a_; ak
b bo.... _ b b
D= ‘..:1— 3a|b]...g$= b“ia b“l b Ly s A_Im *:“i' k= .'{k
gt Gort gyl (/) g1 gk

Ora, indicando con p e ¢ due qualsiasi degli n-complessi verti-
cali precedenti, si ha '

[111) Poq=p @t Paget .+ pa.=1{pg].

Risulta pertanto dalla [8] il sistema delle equazioni esplicitato:

[aa} [ab]..... [ag]] [ 2 {ak]
L e
[ga) [g0].--. .. [991 L2 ) gk}

1 probl'ema delle osservazioni indivette viene cost formalmente
ricondotto & quello della risoluzione del sistems [9], facilmente co-
struibile col coefficienti del sistemsa generato [b].

3. — Il sistema [9] dicesi sistema mormale o anche gaussiano.
Lia matrice dei suoi coefficienti, come subito si scorge, & sémmetrica:
& questa, une proprietd, generale di tutte le matrici rappresentabili
come il prodotto (sempre eseguibile} di une matrice qualungue per
la, propria trasposte. Infatti dalle {7] si he

D= (ALA) =A (A ), =D
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ciod D coineide colla sua trasposts, come & appunto per le mafrici
(quadrate) simmetriche. Inoltre, la diagonale principale & formata da
olementi del tipo [mm], che sono essenzialmente positivi, Una tale
matrice verrd dette mafrice normale,

Notiamo che se con a,,., si indica il termine di posto (m,n} in
una matrice normale, poiché esso assume l'aspetto della somma di
prodotti [mn], e stanti lo identitd

[mm] + [nn] — 2[mn} = [(m—n)’} > O
o] [n] — ] = %(m te—mm ) >0
sl avra sempro

: o 24, s
[10] L I R . T
[ 1 + l/a,-.s {179

Di particolare importanza & la considerazione dells matrice D=,
reciproca della D, (che nel nostro caso esiste, essendo D non degenere).
Indicande com «,., gli elementi di D™, si avra

[aa] {ab]..... [ag] T TN Ty 10..... 0
[ballbb]..... [2g] Bly,g Hgig oo v @y, O01..... 0
[galighl..... (991 I PR Vg 00..... 1

ossio gl elementi a,.;, ay.q... #,,; dell'i®™ colonna si possono ricavare
da un sistems di equazioni identiche alle [9], dove lo ™ termine
noto & uguale ad 1, e tutti gli altri sono nulli.

Lea [8], moltiplicata. per D%, di formalmente la soluzione del
sistema: ' *

{87 ' z=-—-D"*A_ %,
relazione che, come subito si scorge, sintetizza le g seguenti

(8] 7= — o [ak] - aga[gh] — . — o [gh]  (E=1...9)
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Si pud immediatamente eonstatare che anche D™ & una matrice
normale, Infatti, poiché D=* & evidentemente simmetrica, tenendo
presente la {7] si ha identicamente

Dt= D= DDt=DrtA_, AD"t= (AD~4)_, (AD") ;

ciod D~* pud rappresentarsi come il prodotto di uma matrice per
la sua trasporta, il che confermon 'asserto,
In particolare, varrd dunque la relazione di simmetria

Bpy == Fgop

e saranno valide pure le [10], ove al posto dello «,., si pongano le «,.,.
1. pure utile notare fin d’ora cho se D & una matrice normale, ogni
matrice del tipo

T: S_iDS 1
potendosi porre sotto la forma
T8 _ AL AS=(AB)_(AB),

& essa pure una maotrice normale,

4, - Vogliamo ora valutare i pesi e gli errori medi delle inco-
gnite z. A tale scopo riprendiamo la formula risolutiva

(8] z=_—DtA_k .

Cominciamo col notarve che, poiché 1 quadrati degli errori si ri-
tengono trascurabili, questi, in sostanza, vengono assimilati o diffe-
renziali. Inoltre, come & noto, i coefficienti delle equazioni genorate
possono ritenersi privi @i errore, mentre gli errori »; possono ritenersi
confinati nei soli termini noti %,. Differenziando percid la [8], ove D
od A si considerino come costanti, si potranno sostituire dz e dk
rispettivamente con @ o », dove » ha il solito significato ed & & il
g-complesso verticale degli errori @, ...w, da cui sono affotte le .



Bug PONTIFIGTA ACADEMIA SCIDNTIARVM

Si ha cosi:
[11] 2=—DA_ v

Cid posto consideriamo la matrice

2 v
ay @ By ... By B,
‘ @), By, Ll L. @y 2,
mm_i= . ;-leg...‘g€=
, 2
x, Lyily Byily ... Wy

oggia, in base alla [11],
axo,=D"tA ,ov_,AD .
Prendendo i valovi medi, ricordando la [1'] del §1, si ha allora
[12] M{za.)=D"*A , M@v_)AD .

Ora, le v, sono errori di osservazioni indipendenti, ridotte tutte
all’unitd di peso: sard percid
W

[18] Mz,v) =M@ )M(@)=0 (r=s); M@EH)=m? (i=1...n)

essondo m, 'exrore medio dell’unitd di peso. I inoltre

g,
(TR vy Py Uy .. o v,
2
2, X7 Coee e,
TO_ =] [ 100... 0=
P, VU Uy Uy ... ot

,e:quindi per le [12], indicando con I la matrice di ordine n:

m* 0 ,..... 0

0 ’Hla?“'<..

0
M(vv_,) = == Lan,t
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‘Sostituendo nella [12], si ha cosi
M{xz.)=D*A_ mPAD* =D"*A_,AD" . m =D DD tmt
ossia infine
[14] M(za_ ) == D~tm,*

relazione la quale dimostra che gli elementi della matrice reciproca D!
son proporzionalt agli errori medi dei prodotti delle incognite a due a due.
Pili esplicitamente, colle notazioni adottate sard

(147 M(z, ) =, ,m,® .

In particolare, indicando con mu lerrore medio di una 2., o
con pp il suo peso, posto nella [14'] s=7, si ottiene

1

o

[156] m s . met,  pee=

it

Ancors, indicato con a,., il coefficiente di correlazione fra due in-
cognite z, o #,, definito, come & noto, dalla

M (2, x,)
Gr-s -
VM (2, M(z?)
si ottiene
[16] s

Gy ™ V
Qo Fgag

Questa espressione, in generale, non sard npulla, in quanto gli
errori delle z non sono indipendenti, perché legati dalle n (> n) re-
lazioni che provengono dalle [5]. Tenute presenti le gid segnalate
proprietd delle matrici normali ed in partieolare le [10}, si vede che
verrd sicuramente soddisfatte la limitazione

—~1l<ga,s+1,

propria del coefficiente di correlazione.
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Dobbiamo ancora vedere come si valuta Yerrore medio dell'unitd
di peso m,. A tale scopo, introdofti nelle equazioni generate [8] i
valori delle 2 ricavati dal sistema normals {9], si otterrd un n-complesso
verticale % di residui *,...2%,, ossin brevemente si avra:

(IV] E+Ae=1

Siano ora & e 2 1 veri valori, rispettivamente, delle %, e delle z;.
Con esse le equazioni generate rimarebbero prive di errore, e ciod

[v) Ky AZ=0.

Sottraendo la (V] dalla [TV] e ricordando che k —k'=v e 22 =z,
risulte _

ve—Ax

de cui, notando che & fov]=wv_,v & [AA]=12A_,}, si ottiene:
[VI] [ﬁv}ﬂ(lm,—m_;A*,)(7\——Am)={7\7\]mm_‘A_i-}\—-ﬂ)\_.iAC(H.’B__l A._,! A-’B f

Ora, dalla [IV] si ha

A=A Az+A_k=Dz+A _},

e poiché Pultiina espressione sopra seritta non & che il primo membro
del sistema normale [8] da cui le z provengono, ne viene

{17] Ar=0, " yA=0;
inoltre Vespressione z_(A._Aax=x_,Dx rappresenta evidentemente

la forma quadratica costruitea colle x;, e la matrice simmetrica D,
Si vede pertanto che la [VI], esplicitata, diviene

---------------------------
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- Prendiamo in questa velazione i valori medi, tenendo presenti
le {14'] o le [1B]. Avremo cosi ' - :

nomgt= ] ¢ (aa}en, 4 o+ fag]ang) met +

Ori le g quantith messe in evidenza fra parentesi non sono che
i g elementi della diagonale principale del prodotto DD™*=1; essi
sono percid tutti uguali ad 1, sicchd rimane semplicemente o

wman,® == D] + gm*

da. cui scende senz'altro

18] AL
. g

Avuto cosl m,, le [18] permettono di calcolare gli errori medi
tutte le incognite. Pilt in generale, se
T A T SRR Y-

& una funzione lineare delle z, tenuta presente anche la [147], il sno
errore medio risulterd dalla

{19} - M= (P etk O ) Wt
o anche, introdncendo un quadrato simbolico di ovvio significato,
[19] myte= oy b 4 rpa)met

Se y & funzione non lineare delle z, varranno ancors le [19] e [197],

dove el posto di #,...#, si pongano le derivate parziali di y stessa

rispetto a z,...2,.
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5. OSSERVAZIONI CONDIZIONATE, - Supponiamo ora che le quantitd
Z .- %, per le quali si sono ottenute le n equazioni generate [5] o [§],
siano fra loro legate da un certo wumero ¢ (<g) i equazioni di con-
dizione, fra loro” indipendenti, che devono cssere rigorosamente veri-
ficate; siano queste:

[20] filze .2,y =0 (d=1...¢).

Comincieremo allora col fare un calcolo di prima approssimazione,
prescindendo dalle [20]: si otterranno certi walori provvisori z,° )
che soddisferanno al sistema normale
[21] D2+ A k=0,

Introdotte le 2" nelle [5] si ottervebbero dei residui %, ciod

[29] At k=1 .

Indichiamo ora con {,...%, le correzioni da dare alle 2%, afiinchd
le [20] siano ugualmente soddisfatte: sia ciod

[23] =247 .

Sottraendo la [22] dalla (5] risulta intanto
[6"] Altdr=v.

Inoltre, introdotta la [23] nelle [20] e sviluppando con TavLor,
trascurando, al solito, le potenze superiori delle §;, si ottiene un si-
stema di equazioni di condizione ridotte alla forma lineare del tipo

[20] M + M, =0

con
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dove si & posto
[20"] A= i@ 20 ... Qu=/i(2" ... 2"
01 a=(35) o a,=(30) 5 a=(B3E) o 0 (3E)

v
Le %;, oltre che alla condizione

[24] : [vw] = minimo ,

22,/

devono soddisfare alla [20']. Ora, differenziando la [24], e tenntn pro-

sente la [5”], si ha

dv—l v= dc-—l A-—’,(A-C 'I' }\) = 0

ossia, ricordanto la [17] del §4,

[25] dl_, D=0

Differenziando la [207] e trasponendo, si ha poi

[26] al_ M., =0,

Affinché le [25] e [25') slano soddisfafte, in base a gquonto si &
richiamato nel § 1, dovrd esistere un g-complesso verticale

K,
Kol ...
K,
tale che risulti
[26] DM, K.

Ora, la [26] da

[26'] | {=D-M_X ;
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introducendo queste nella [20'] e ponendo
(27} : A=M_ DM,
si ottiene cosi

[28] AR+ M,=0 .

Come mostra la [27], ¢ in base a quento si & osservato nel §38
sulle matrici normali, si vede che A & una matrice normale di ordine g,
mentre ¥ ed M, sonc due g-complessi verticali, rispettivamente di
incognite e di termini noti; inoltre per la. supposta indipendenza
delle [20], & quindi delle [20'}, A & certamente nou degenere. Lo [28]
rappresenta quindi un sistema normale, da cui si possono ricavare le
incognite K. Ricavate queste, la [26] ¢i db modo di caleolare le cor-
rezioni ¢, colle quali, per il modo in cui si & operato, le [20] e [207]
sono rigorosamente soddisfatte.

&
6. — Per quanto riguarda la precisione dei risultati, Verrore medio

dell’unita di peso si dotermina immediatamente, osservando che le [B]
e [20], considerate insieme, si possono riguardare come n + ¢ oquazioni
generate, di cul lo prime col valori z compensati dinno luogo u certi
residui ®, ...%,, mentre le altre hanno residui nulli. La [18] del § 4
si muta cosi nells '

129 /oL
n+g—g

Volendo ora i pesi ed i coefficienti di correlazione per le 2z com-
pensate, osserviamo che dalle [23] {26'] e [28] si ottiene

(30] 2= 2y D M_ A= M, .

Come gid per lo equazionl geuerate, anche per le equazioni di
condizione ridotte alla forma linearve gli errori possono ritenersi con-
centrati nei soli termini noti A B, ... Q, e, al solito, sono assimilabili
ai difforenziali delle rispettive grandezze. In conformitd a eio, comin-
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ciamo col differenziave la {30}, ritenendo variabile nell’'nltimo termine
la sola M;: otteniamo cosi

[VII] dz = de® — D= M_, A~ d M, .

D’altra parte, tenendo conto delle [20] o dellordine di appros-
simazione tenuto per esse, si constata subifo che & lecito porre

Q.de® + ... Q,dz,°
Introducendo queste nells [V1I] ed indicando rispettivamente con

0

&y Xy
Ff = ' .’EO:W"'
by b

a4 g

gli errori della z o 2% che, per quanto si & detto potranno sostituirsi
col rispettivi differenziali, si ottiene cosi

[31] x=I-D"*Tat,
avendo posto
[32] TewM_ A~ M.

Cid posto, consideriamo, al solito la matrice

vssia in base alla [81], notando che per la [32] anche T & una ma-
trice normale,

[VIIT] wa_y== (I — D) w0, (I — TD)

TPoichd gli errori a® derivano delle sole equazioni generate [b],
saranno ad essi applicabili 1 risultati del §4, o ciod si avra

Mz ") =Dtm,* .
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Prendendo nella [VIII} i valori medi, si ottiene dunque
[X] M(zx.,) =~ (L ~D~*T)D* (I—TD-*) m,*
da cui sviluppando e notando che &
TDT=M_,A~*MDM_, At M=M_, A AA*M=M_ A" M=T
si ottiene alla fine
[38] M(xa..) = Bm® ,
ove si & posto
[34] B =Dt —-D-*TD-!
Se dunque indichiamo cdn fi;, gli elementi di B, avremo
{86] . Ma;xy) = Bamg® (6, k=1...9) .

e [38], {34} e [3D] mostrano chiaramente che:
“) i pesi e gli errori medi delle 2 compensate sono 11spett1—
vamente

[36] P, =

—ﬁ:—’ mE= B met
'

2°) 1l coefficiente di correlazione fra due z compensate o

[36,; 7 Bt * g

8°) B & une matrice normale, perchd prodotto di due trasposte,
come si vede per esempio .dalla [1X]: quindi resta verificato che le {36}
e [86'] dénno per i pesi valori positivi e per le &4 valori assoluti
non superiori all’unite;
4°) anche D~*TD-* & una matrice normale, e quindi gl ele-
menti della sus diagonale principale sonc essenzialmente positivi:
indicando allors al solito, con «,., gli elementi di D, la (34] d&

0<[5i-1‘< Oy (@'ﬂl..‘q') ’
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ossia, detti p; e i pesi delle 2° (non compensate)
Pi>p
si vede ciod che la compensazione fa aumentare i pesi.

7. Lasciando al lettore gli sviluppi, del resto facilissimi, del caso
generale, ecspliciteromo i precedenti risultati per il caso di quaniitd
condizionate direftamente osservate. Siano dunque 2,°:..2° i valori
dedotti direttamente dalle osservazioni per dette quantita e p,...p, i
rispettivi pesi. Dovendo soddisfare rigorosamente le [20], al solito,
g1 porrd

[23] 2= 20+,

e quindi, sostituendo, ne verranno eancora le equazioni di condizione
ridotte alla forme lineare {20'). Posto poi

[37} V_:g;:;=h,
le 28, ridotte all’unitd di peso, divengono
Vp 2o Vips 20 =, (i=1...9).
Queste g relazidni si possono compendiare nell’'unice seguente
[88] Az+ Vp2=2

dove z V'p2’ e X sono i g-complessi verticali formati rispettivamente
colle z; le V'p; 2° e le X, e inoltre &

(39] A=

..............
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Ne viene, con calcoli clementari

]_'110 ... 0 ]_/1)£0,.'0|
o) D—ana= ) O O D DD
00 ...p 0 0 1/p,

e pertanto, in base alla espressione {27] della. matrice normale, il si-
stema normale alle corrclate, come risulta svolgendo operazioni sem-
plicissime, acquista l'aspetto

¥y P
[ 4()] ............. 4 ‘ _..—:0 .
[@f’t} N 99} ; :
P P K, 1Q

Determinare le K, dalla [26'), mbltiplicando a sinistra per D, st ha

Di=M K
ossia .
P 0y (& Ay o Qy 1 K,
{ ....... } { H ......... | { : } ,
0...p,0 \&, A, Q) K,
relazione che, esplicitate di luogo alle
[41] pli=AK L v QK (E=1...9)

da eni si hanno le correzioni g, cercate.
Venendo alla precisione dei risultati, poiché in questo caso & n=4¢,
la [29] d& intanto, tenendo presente la [87],

129  mg= \/ [_12;_2]
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Per la ricerca dei coefficicnti di peso e di correlazione, conviene
anzitutto moltiplicare la [84] per D, sia a destra che a sinistra. Si ha

coBl
DBD=D-T,

ossia per le [89], indicando al solito con B, gli elementi di B e
con Ty, quelli di T:

[49) { ....................
PPl oo Py By

dove, in base alla [82], detti £,., gli elementi della reciprocc A, &

Tl-l-"Tl-y A.’_-o-Q{ Eli
[42] { ..... ={ ..... H H ....... }
Tos e o Ty A9 ) . Q...Q

Determinati cosi i T;,. La [42] esplicitata da

Piz Bri==pi— T .
[48) 1 Gh=1...q).
D Big=— Tex

I pesi ed i coefficienti di correlazione risultano pertanto

W:LM I Bir — T,
B 1— T, Vﬁi iPa V(Pi —Toi) (P~ Tur

Buc

8i possono cosl anche in questo caso calcolare gli errori medi
delle incognite e di qualsiasi loro funzione derivabile.

8, CoNoLusIoRE. ~ I procedimenti sopra svolti mostrano con quante
speditezza e facilith, valendosi di poche nozioni elementari il caleolo
delle matrici porti a trovare risultati ed a conoscere proprietd, che
con metodi classici risultano attraverso considerazioni e sviluppi assei
pitt Junghi e prolissi.



820 PONTIFICIA ACADEMIA SCIENTIARVM

Naturalmente, spetta poi alla Teoria degli orrori dare uno svolgi-
mento pratico alle formule, facendo in modo di trovare per il calcolo
numerico adeguati algoritmi. La parte concettuale, invece, si pud
lasciare, di massima, al calcolo delle matrici, che colla chiarezza deri-
vante dalla sua coincisione, si dimostra un prezioso strumento anche
per altre ricerche in questo campo.
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