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A PROPOSITO DI UN TEOREMA DI TERASAKA

GlUSEPPE SCORZA DRAGONI

SvmmArivM. — Ostendit Auctor secundum Terasaxa guadrata critica quae
atlinent ad planum sutohonmeomorphismam ¢, qni indicatricem retineat et unitis
punclis careat (id est quadrata quae suam imaginem, cum ¢ mutatur, tangunt),
#i in certa plani regione, libere definita, contineantur, in finitum clagssivm numerum
distribui; quae elasses singulae singulis elementis constare putari possunt, si
respiciamns theorema terasakianum, quo ad quadrain critien extenditur theorema
v, Kergridnro, quod est do segmentis vel radiis praecipuis segmenti translationis
autohomeomorphismi £,

I segmenti di traslazione di un autoomeomorfismo piano ¢, privo
di punti uniti e conservante Vindicatrice, contenuti in un segmento,
costituiscono con un insieme chiuso. Questa & la sostanzs di un mio
lemme ("), dal quale segue (*) che i segmenti di traslazione, contenuti
in un segmento dato, si possono distvibuire in un numero finito di
classi, in guisa che tutti gli elementi della stessa classe abbiano co-
muni due punti ﬁséi, fondamentali uno per wno e laliro per Paltro
dei due campi adiacenti alle {raiettoria generata dall’elemento corrento

(¥*) Nota presentata dall'Accademnico Pontificio 8, B, Francesco Severi il
27 luglio 1047,

(*} G. Beonss Dracowy, Inforne ad aleuni leoremi sulle fraslazioni piane.
[« Memorie della R. Accademia d’Italia», Classe di Scienze fis,, mnt. e nat.,
vol. IV (1933), pagg. 169-212], u. 12,

(?) Loc. cit., §11.

Por la terminelogia rimando alla Memoria citata in ('), oppure a: .

Q. ScorzA Dracon, Una eslensione dell’ulitmo feorema geometrico di Poincare
fibidem, veol. IV (1938), pagy. 218-264}; la lettura del §2 di questn scconda Mo-
nmorio & pitt cho sufficiente.

28 Acta, vol. X.
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di quella classe; segue, ciod (*), che i segmenti di traslazione contenuti
in un segmento dato si possono suddividere in un numero finito di
classi, ciascuna delle quali si comporti come costituita da un golo
elomento nei rignardi del teorema di v. KEREKIARTO sull’esistenza dei
raggi o dei segmenti fondamentali(*), nel senso che tuiti gli elementi
di quells classe hanno comuni o due segmenti o due raggi, o un
segmento e un raggio, fondamentali per essi relativamente uno ad uno
e Yaltro all’altro dei due campi adiacenti alle singole traiettorie ge-
nerate dai singoli olementi di quella classe.

Orbene, TerasaKA ha difnostrato (%) pei quadrati critici della tra-
sformazione #, ciod per quei quadrati del piano che toccano la propria
immagine nella f, un teorema analogo a quello di v. Kumixsineo, ri-
cordato in (%), circa lesistenza di segmenti o reggi fondamentali per
un segmento di traslazione. Inoltre & evidente che i quadrati critiel
del piano costituiscono un insieme chiuso, rispetto ed una conveniente
nozione di distanze. Sicché & naturale domandarsi se per i quadrati
critici contenuti, per csempio, in un rettangolo & ancora possibile una
suddivisione in un nmmero finito di classi, ciascuna delle quali si com-
porti como se fosse costituite da un solo elemento.

In questa Nota preciserd la domanda e le dard una risposta affer-
mativa.

Sicché Ja questione, che posi altrove () per 1 segmentl di frasla-
sione contenuti in un rettangolo ¢ paralleli ad una direzione fissa,
ha una risposta favorevole (e giustificabile in modo abbastanza rapido),
se trasporfata ai quadrati eritici di TERASAKA. _ _

Circa la guale questione, nella sua forma originale, desidero far
rilevare che credo di avere ormai fornito i meazzi per risolveria con

(*) Si avverta cho qui chiamo raggio fondamentale, quello che nelle Memorie
citate in (Y, in (%) o nella snccessiva {9y dicevo semiretta fondamentale.

) B. v. Kersradrro, The plane translation theorem of Browwer and the last
geometric theorem of Poincaré [« Acta Litterarum ac Sciontisrum Regiae Universi-
tatis Hungaricae Francisco-Josephinae », tomo 1V (1938), pagg. 86-102}, page. 94-96,

Ma si veda anche loc. eit. (1), nn. 28 e 29.

(%) H. Teragarxa, Iin Bewels des Browwerschen ebenen Translationssatzos
[« Japaneso Journai of Mathematics », vol, VII (1980), pagg. 61-69], pag. 66, teo-
rema II.

(%) G. Sconza Dracoxri, Sugii archi di traslasione di un autoomeomorfismo
piano e sulle loro curve di accumulazione [« Memorie della R. Accademin d’Italia »,
Classe di Scienge fis., mat. e nat., vol. IX (1987), pagg. 1-75}.
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la. Memoria cifate in (°) ¢ con una Nofa recente (*); e che ritengo
che essa possa esser risolta in senso favorevole, anche se posta per fufti
1 segmenti di traslazione contenuti in un rettangolo dato (5), Non entro
qui ‘in dettagli ulteriori; mi limito ad accennare, cfr. la successiva
nota (*'), che la questione va precisata in modo analogo a quello qui
seguito nei §§ 4 o b, estendendo cioé le nozioni di segmento e 1'u.gg10
fondamenta,le (.

§ 1, - PRELIMINARI

- Nel piano (reale cuclideo) ambiente sia data una trasforma-
zione topologica {, che conservi il senso dello rofazioni e sia priva di
punfi uniti,

Secondo Trrasaxa, loc. cit. (%), pag. 61, un insieme chiuso I del
piano (in partieolare un dominio) & un insieme (un dominio) eritico,
rispetto a t, se T o la sua immagine ¢(B) nella ¢ hanno punti comuni, e
questi apppartengono tutii e alla frontiera di B o a quella di #(E).

In particolare il quadrato T', di contorno v, & un quadrato ecri-
tico, so o T-¢(IN =40 ¢ T-4(F)y==v ¥y). Per il cho occorre ¢ basts
che I'intersezione I'-#(I") sia diversa da zevo ed appartenga a ¥.

2. ~ Orienfiamo il piane, ciod fissiamo un vero positivo delle ro-
tazioni.
Sia I' un quadrato eritico, di contorno y.

(7) G Seonrza Dracosl, Mstensioni alie quasi-traietforic di wn teorema di
Browwer sulle ératetforie di un awtvomeomorfismo piano [« Rendiconti della Ac-
cademin Nazionale dei Linecel», serie 8, vol. T (1946), pagg. 156-1611.

(®) La questione cui si allude nel testo pud osserse risoluta anche coi teoremi
conlenuti in questa Nota o nell'allra mia 4 proposite di wn leorema sugli archi
di fraslazione di un autoomeomorfismo piane, privo di punti wnili ¢ conservantc
i senso delle rotazioni [« Rondiconti dsll’Aceademia Nazionale dei Lincei», seria 8,
vol. I (1947}, pagg, 697-T04]; perd nella soluzione che si ottiene per questa via bi-
sogna soslituire i segmenti ¢ i raggi fondamentali con dello opportune spezzato,
analogamonte a quanto ho fatte nolla Nota or ova citata.

{*} La questione cui si allude nel teste b complebamente risoluta, nel senso
affermativo, in una mia momoria in corso di stampa presso gli « Annati dell’Uni-
versith di Trieste» {nofa aggiunta sulle bouzze].
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- Allors, per definizione, i punti di I' sono non interni a (),

Se T'-#(I) si riduce & un solo punto K, cioe se y-t{MN=K,y—K
b tutto esterno a #(I). Il punto K~! appartiene anch’osso & y 6, m-
sieme con K, divide y in due archi, che sono i due soli archi di
traslazione contenuti in y. Diremo primo quello di questi due archi
che si percorre per primo, quando ci si spostl su y nel verso positivo
a partive da K—*; secondo Valtro; speciali entrambi.

Se I'-#(I') =+-¢(y) non si riduce a un solo punto, v contiene (*)
un arco ed uno solo, che abbia gli estrémi (distinti) su #(y), 1 cui
punti diversi dagli estremi siano esterni a £(I') e possano esser com-
giunti con linfinito senza incontrare ulteriormente 14+t (y). Siano AelB
gli estremi di questo arco; sia . Taltro arco di v, avente gli stessi
estromi. Ogni punto di ., diverso da A ¢ B3, & separato dall’infinito
mediante 4 £(y) ().

1 punti £*(A) e ¢'(B) appartengono a.y, anzi y— p (). Inoltre
& lecito supporre di avere scelti i simboli in modo che, sc si percorre Y
nel verso positivo a partire da ¢*(A), i punti LAY, A, B, t74(B) st
incontrino nell'ordine scritto.

(®) Por le sffermazioni di questo numero si veda loc. cif. (%), pag. 64,

{19 Per queste affermazioni si veda anche: M. Vouraro, Sull’esistenza di
pundi unitt nelle trasformazione topologiche del cerchio [« Rendiconti dell'Acca-
demia Nazionale dei Lincei», serie 8, vol. I (1948), pagg. 704-704].

(1) Questa circostanza si pub dimosbrare anche nel modo che segue.

Rammentiamo che, secondo un teorema di Brouwsr {Iin Deweis des ebenen
Translationssatzes, « Mathematische Anznalen », vol, 72 (1912}, pagg. 87-H, teo-
rema 8]:

1) se P & un punto del piano, la successione P, {(P), =Py, 4 P), 2P}, ...
¢ divergente.

Cid promesso, faceiamo vedere che {—1{A) e ¢~*(B) non possono esgere in-
torni & w. Infatti, i punti interni a p sono separati daii’infinito mediante y4- £(y).
Quindi, se {~'(A) fosse, p. es., interno a w, &~i(y) conterrebbe punti separati
dell’infinito mediante vy £{y). D’altra parte {~t(y) non pud tagliare vy, perchd ¥
& un quadrato critico; inoltre ¢~t(y) mon pub éncontrare ¢(y). sempro perchd v &
un guadrato critico — cofr, loc. ¢it. nota (%), pag. 63, teorema I —; quindi =4y}
sarebbe soparate dall’infinito mediante v i 2(y). E lo stesso accadrebbe allora
anche per #~2(y), £-3(7), ..,, che non incontranc nemmeno loro nd y, né #(y) —
ofr. Toc. cit. (%), pag. 63. T ci si troverebbe in contraddizione con la proposizione 1)
di questa nota (1), Inoitre, dalla i(y)-#*(y) == 0 segue subito che ~1{A) e #~4(B)
nom- possono ossere estremi di p [o la cosa si potrebbe anche oscludere in altri
modi pitt divesti]. Donde in conclusione. :
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Liareo « di y, di estremi ¢~*(A) ed A, non contenente B, & allora
perfettamente individuato ed & un arco di traslazione. Esso & il
primo arco speciale di y. I1 secondo arco speciale di vy & l'arco f di y di
estremi ¢~'(B) e B o non contenente A; anche questo secondo arco
speciale & un arco di fraslazione. Donoti v larco di y, di estremi
t=4A) e £4(B3), che non contiene p.

I punti interni di v sono i punti di y separati dalVinfinito me-
dinnte ¢*(y)4y. Infatti v nella ¢~ he per y e ¢~*(y) Vufficio, che p
ha per vy e ¢(y) nella ¢(*?).

8. - Introduciamo una metrica nella totalitd dei quadrati del piano.
Fissiamo allo scopo un sistema di assi cartesiani ortogonali o ¢ y o,
dato un quadrato, conduciamo per il centro di gquesto due assi £ ed ,
rispettivamente equiversi agli assi # e y; assumiamo £ e » come nuovi
assi cartesiani; dieiamo primo, il vertice di quel gquadrato che appar-
tiene all’insieme &> 0, n 20, secondo quello che appartiene all’insieme
520, n> 0, torzo quello che appartiene all’insieme £ <0, <0, quarto
quello che appartiene all'insieme £330, n <0,

Cid premesso, siano I', e I', due quadrati del piano. Facciamone
ruotare uno attorno al proprio centro di un angolo y, in maniera
che a rotazione eseguita i suoi lati siano ordinatamente paralleli a
quelli dell'altro. La misura in radianti o di y & perfetmmente indi-

viduata in modulo, se le si impoune la condizione 0<|u|< 4 . Dopo

si calcolino le distanze 4,, 8,, 8, §, dei primi, dei secondi, dei terzi,
dei quarti vertici del guadrate rimasto fermo e di quello ottenuto
mediante la rotazione, La somma |o|+ 8, 3,43+, & la distanza
T, diT e,

I evidente che queste nozione di distanza verifica la I',I',=0,
se, 6 soltanto se, I'y==T,; & indipendente dell’ordine con cui si con-
siderano Ty e Ty; soddisfa alla solita relazione triangolare.

4. - Siano Q; e Q; due quadrati eritici del piano (fela,ti:vi_;a 1),
fisso il primo, variabile il secondo.

(%) St rammenti che anche {—* & nn auntoomeomorfismo piano, che conserva
Vindicatrice e non ammette punti invarianti,
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Se 4-=0, oppure ¢=:1, donotiamo con:

g; il contorno di Q;
con

¢; o d; il primo o il secondo arco speciale di ¢;, di estremi ri-
spettivi ¢-4(C), C; e ¢~*(Dy), Dy;
e con:

m, Parco di ¢, di estremi C; e D% che non contiene ~+{C;) e
t=4(Dy), ed n, Varco di g, di estremi ¢~*(C;) e ~*(Dy), che non contiene
C, oD,

8i noti che non si & escluso che possa essere C;= D,.

b. ~ Supponiamo ora che sia Cy==D,. Allora, in conformitd di
quanto si & fatto nel n. 2, indichiamo con une lettera diversa, per
esempio H,, il punto C,.

Indi & chiaro che:

In queste ipotesi, se la distanza Qo Q, & minore di un conveniente
nuwmero positivo, tutti i punti comuni o Q ¢ t(Qy) [a Qu e t71(Qy)] sono
contenuti in un intorno prefissato di T,y {di ¢ (Ho)j;
ciod, che;

Tn ques!e z'potesi pn/z'smto U NUMENO ]w‘.iz‘z"aw 5 sistc wn ! ? poeitivo

10) <, t“‘(l)i}t i(IL,) <c e l’f@pp(m tenuwu a’a e e 2,- rispet-
tivamente agli < — intornt di e, e d,.

- valo a dire, agli insiemi dei punti (del piano) che hanuo una distanza
minore di e rispettivamente da ¢, ¢ dy -,

In particolare, se P, & un punto interno al primo [al secondo]
arco speciale di ¢, e se p c § sono positivi ¢ abbastanza piccoli,
da Q;QI(,S sogue che gli eventuali pnnti di g, aventi da P, una
distanza minore di p, sono interni al primo [al secondo] arco spe-
ciale di ¢,:

~ Quest'ultimo risultato sussiste tal quale, anche se Cy3=Ds.
Infatti, g oventuali punti interni a m, [ad =,] sono separati
dalVinfinito mediante ¢, 4-#(g,) [mediante t~'(q,) Lq]; qmndl se Paffor-
mazions fatta non fosse verificata, il punto P, sarebbs o separato
dallinfinito mediante g¢,i£#(g,) [mediante ¢7*(go)+g,] o contenuto in
t{g,) [in f"(q&)]; o tutto cid contraddirebbe Yipotesi fatta su Dy.
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Di qui e del teorema di Piwwousrie-Boren & facile dedurre che:
Se 1y & un arco tnterno a ¢, [a d,), estremi inclusi, e se 3 & abba-
abbastanza piccolo, 1, ha una distanza positiva dagli instemi deseritti

da m; e ny sotto la condizione Q,Q, < 3. Naturalmente questo vale,
sia se ¢ C,=D,, che se ¢ C,FD,.

§2. ~ ALTRE PROPOSIZIONT PRELIMINARI

7. — Riprendiamo i simboli e le ipotesi del n. 2.
Consideriamo ciod di nuovo il qu&drato critico I' e gli archi
+00
speciali « o § sul contorno y di I'. I8 c(oc)—*-zpl‘?’(a) o (B)=>,(B)
siano le traiettorie genorate da « e B. -
In conformits di cid, se ' & un quadrato critico, porremo

o) =3, (1) -

Allora #a) o t7*(=), #({) e t~*(8) hanno soltanto un estremo su y e,
tolto questo, sono esterni a I. Inoltre una curva semplice e aperta, il
cui interno sia interno a P, non puéd tagliare la propria immagine.

Diqui e da un noto teorema di Brouwrr (**) si deduce facilmente
che & T.o(x)=w; ciot che i punti di I'—a« giacciono tutti dalla
stessa banda di ¢{a), o, in altri termini, che tutti i punti di I'—a
appartengono allo stesso campo adiacente a () (**). Diciamo X{a)

{*¥) Precisamento da questo:

Una linea semplice ¢ aperta p faglic la propria immagine nella §, se § suoi
estremi possono essere pensati come estremi di wn arco di fraietloria, i guale
contenga nell'interno wn areo di traslazione e formi con p una curva semplice ¢
chiusa;

per il quale teorema si veda Brouwmr, loe, ¢it. (), pag. 44 ; v. KERBKIARTG,
loc. eit, (1), pag. 92; G. Scorza Dracont, Crileri per Uesistenza di elementl wniti
netle trasformartoni topologiche del cerchio e loro applicaziont |« Annali di Mate-
matica pura od applicata », in corso di stampal, § 6.

{*) Quest’ultima circostanza seguo da alcuni teoremi di Brouwrr; p. es.
si vedano gli nltimi guattro teoremi a pag. 167 delin Memoria citata in ().
Per maggiors chiarezza dal testo, conviene anche ramumentare esp!smtamente che

1) una traicttoria ¢ unc lmea semplice;
e che

2) wna traietioria non pud riavvicinarsi indefinitamente ad una posizione
per la quale sia gia passata;

a norma di altri due teoremi di Brouwer [cofr. loe. ¢if. (1), teoremi 1 e 8],
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il campo adiacente a s{z), situato dalla bunda opposta di T2 i
spetto a o(«); cioé, non contenente nessmi punto di T e (quindi)
di o(l) - si rammenti che X(2), per definizione, & aperio o quindi
non contiene nemmeno punti di a(2) -.

Allo stesso modo si riconosce che uno, ed uno solo, X(8), dei
due campi adiacenti a {$) non contiene nessun punto di 6(I"), mentre
I'altro contiene tutti i punti di o(I)—a(f).

Diremo cho 2{e) e X(8) gono rispettivamente il primo e il secondo
campo adiacente a o(I).

8. - Consideriamo ora un quadrato critico Q, fisso ed uno va-
risbile Q,, snalogamente a quento abbiamo fatto nei nmn. 4, 5 e 6.
E riprendiamo i simboli 14 introdotti.

Se Q, Q, < 3, con & positivo e convenientemente piceolo, il centro Z,
di Q, & interno a quei campi adiacenti alle traiettorie a(c)) e a(d), ge-
nerato rispettivamente da ¢, e d,, che contengono il centro 7, di Q,.

Inoltre, s norma di quanto si & detbo alla fine del n. 6, e sempre se
riesce Q,Qq <3, con ¥ positivo e conveniente, una semiretta v prefissata,
con Vorigine in Z,, che incontri ¢, lo d,} in un punto interno P, n-
contra ¢, in wn punfo P, interno o « ¢y, 0 « dy, anzi (interno) a ¢
lo a d,). Indi i punti di v esterni a Qq e prossimi P, sono interni
a () [0 a 2(d))], cost come i punti di » esterni a Qq e progsimi a Py
sono interni « X(c)) o a L(dy)}. '

$8. - SuL THEOREMA DY TRRASAHA

9, - A proposito dei quadrati eritici, Trrasaxa ha dimostrato (%)
il seguente teorema: _
Se I & un quadrato critico; % wn arco speciale del contornoe
+00
di Ty X(3) il relativo campo adiccente ¢ x(F) == 3 (1), di guisa che
00

+00
esso & anche un campo adiacente ¢ o(X) = F, (N}, o esiste un qua-
drato critico ®, di contorno 3, che = :
T) & contenuto in X(A) +a(});

(%) Loc, cif. {8}, pagg. 66-68,
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I0) ka comune con s(2) solianto un segmento (ordinario, non nullo)
contenulo in I ed in %, anzi o interno a N, o coincidente con \;

o esiste una regione chiusa e convessa Q, delimitata da due se-
mirette ortogonali aventi Uorvigine comune, la quale o & libera (ciot non
ha punti comuni con le propria immagine) o & eritica, ed inoltre

1% & contenuta in Z(A)-a(\)

II') ha comune con s()) soltanto un segmenlo (ordinario, non nullo),
contenuto nel contorno di Q e interno a .
Le due alternative non si escludono a vicenda. Inoltre
Se X & un segmento, si pud sempre supporre verificata la prima
alternativa ;
e:
Se X un segmento e se J-c(N)==k, & pud senz'altro supporre
che \ sia un lato di ©.
Tutte queste affermazioni somo o enunciate esplicitamente, o di-
mostrate implicitamente nel passo citato nella nota (15).
E poi chiaro che:
Se % non & un segmento esso stesso, il segmento 3 .\, conside-
rato in I1), @ inferno a A.
Se si presenta il caso della regione Q, si pud dire, volendo, che ©
& diventnto infinitamente grande e tocca sempre la propria 1mmag1ne
al finito o all’infinito.

10. - Esaminiamo un po’ meglio che cosa accada nella prima
delle due alternative considerate nel numero precedente.

Consideriamo il quadrato critico © e 1 due archi speciali ¢ e  di 3.

I punti del segmento $==3 .2 sono tutti non interni sia a i*(0)
che a #(@); anzi i punii interni di s sono esterni alle immagini di
O nella f e nella ¢* Infatti & ha comune con (%) soltanto il seg-
mento ¢, eontenuto in A; quindi tutti I punti di ¢(X) —s& sono esterni
a 6, perché altrimenti sarebbe contraddetta la proposizione 1) della
nota (M). In particolare, 1 punti interni a #(s) e t“*‘ (¢) sono esterni a ©.
Donde la conclusione voluta.

In cid & implicito che i punti interni ad ¢ non sono separati dal—
Vinfinito mediante ¢7(3) .1 3 §-£(9); infatti questo insiems & contenuto
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in 2(2) 4+ ¢(}), mentre i punti interni a ' appartengono al campo adia-
cente & o(A) ¢ diverso da X(A) e quindi possono essere congiunti col-
I'infinito senza incontrare X(}) + ¢(}), a norma di un teorema di Brou-
wer [loc. ¢it. (1), lemma 4}; dopo di cié & facile dedurre che un punto
interno ad s pud essere congiunto coll'infinito mediante una semilinen
che ha soltanto l'origine su #; c. v. d.

Ne segue (n. 2) che s & coutenuto o tutto in cp', o tutto in .
Ma ¢ e ¢ hanno al pil gli estremi comuni. Quindi:

Nelle ipolesi poste, o

o) uno dei due archi speciali di 3 & interno a Z(2);
oppure

B) ¢ o & hanno comuni gli estremi e questi cadono entrambi
su a(X); uno det due archi speciali di I & interno a %(3), a meno degli
estremd.

In questa seconda alternativa, 0 ¢, o { coincide con s e quindi
con . Infatti, poniamo per esempio che s appartenge a ¢. Allora,
poichd s=3-a(}), gli estremi di ¢ appartengono a s: donde ¢==s.
Quindi ¢ appartiene all’arco di traslazione X; ma & osso sfesso un
arco di traslazione; dunque ¢ deve coincidere con A I di gui segue
di nuovo che i punti interni di ¢ sono allora interni a X%(2).

In particolare, 'alternativa $) si pud presentare soltanto se % &
un segmento. Anzi (ofr. n, 9, In fine): se si presenta Ualternativa B),
si pud supporre che uno dei due archi speciali di O sia costituito da
wn lato di 3 e Ualtro dalla somma degli altri tre lati.

§4. - Ancora suL TROREMA DI TERASAKA

11. - Sia dato di nuovo il quadrato critico fisso Q,; sia I, un
arco speciale del contorno g, di Q,; Z{{,) il relativo campo adiacente
00 +co
a 6(Q,) == 3,t"(Q,); sl ponga al solito a(fy) = 3,t*(l,).
-0o —C0
Si supponga che V'applicazione del teorema di Terasara a Q, e (7,
conduca & una regione angolare R soddisfacente alle I') o II') del n. 9.
Consideriamo due intorni circolari aperti U, ¢ V,, uno dell'uno
e laltro delValtro dei due estremi del segmento R-e(l,) = R-1,. Suppo-
niamo che U, e V, abbiano raggi ugnali e una distenza positiva fra
di loro.
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E gopprimiamo da R tutti i punti delle semirette che abbiano le
origini in U, e V, che inconfrino uno solo di questi intorni e che
siano parallele alla retta che contiene il segmento R-I,. Diciamo
B’ la figura che si ottiene cosi da I

Consideriamo adesso un rettangolo 4, che abbia R'- [, come lato,
gia situato rispetto ad 7, dalla banda opposta di R, ¢ sia tanto sol-
tile da non contenere nessun punto di o(Z,) diverso da quelli di R'-1,
{ipotesi lecita in virtht della 2) della nota (**) e del fatto che L.I,
e, a fortiori, R'-1, sono interni a I, e da non ineonfrare la propria
immagine [ipotesi lecita perchd R'-I, & interno ad I, ¢ quindi ha
una distanze positiva dalla propria immagine].

Atteso il fatto che " o R’ sono situati da bande opposte di a(lo),
dalle altre ipotesi si deduce che, posto

To = R/ 4 ¢,

risulta £(T,) . Ty==¢(®R") - R ().
In definitiva: .
Linsieme Ty & chiuso, illimitato, delimitato da una linea semplice e
aperta in senso stretto *7), e gode delle sequenti proprieté .
a) Vintersezione di T e o(1,) §i riduce ad un segmento (non nullo)
interno ad {, i cui interno & interno a T;
by Uinsieme T\—T,- 2(1)) & limiiato e non incontra la propria
immagine, inoltre (tppa,?'tiene @& Q3
¢) UVinsieme T, —'T'- Q, appartiene ¢ E(1,);
d) Uinsieme t(T,) - '1‘0 0 & wuole, o & contenuto e ?zeil’mteﬂ'sezwne
delle frontiere di t(T,) e di ', e nell’ingieme X(I,).
Per esprimere tutti questi fatti, diremo che T, & un insieme fon-
damentale velativo a Q, e X{/,).

12. -~ Linsieme T, gode di altre proprietd di struttura, che &
inutile conglobare nella definizione, ma le cul consegunenze sono im-
portanti.

(*¢) Cfr. loc. cit. (%), §8.

(**) Chiamo cosl le immagini biunivoche & continue di una retta ches con-
tengono tutti i propri punti di accumulazione {al finito), ciod ie lines semplici
e aporte secondo Brouwnr. In foe, ¢il. (1), n. 7, dicevo invece lince semplici, aporte,
sorrate.
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Sia @ un quadrato critico variabile; sia I un arco speciale del con-
torno ¢ di Q, e precisamente il primo o il secondo, se e I, & rispotti-
vamente il primo o il secondo arco specinle dl g,; in conlspondenm,

sia $(7) 1! primo o il secondo campo adiacente a o(Q) == Ept?’(Q)

Allora & facile dedurre, dalla costruzione di T, e dalle proprieti

esposte nei nn. b o G, che;
Se Q & abbastanza vicino a Q,, Uinsieme Ty definito nel numero

precedente & fondamentale anche per Q e X(1).

Infatti delle affermazioni implicite in questa, I'unica non evidente
& quella espressa dalla: l'interseziome di T, o della traiettoria ¢(2),
generata da I, si riduce ad un segmento contenuto in {.

Ora dalle proprieté ricordate dei nn. 5 e 6, dalla @), dal fatto che
T, ¢(},) & un segmonto interno e /, e dalla struttura metrica di T,
segue che Vinterseziome di T, o di #())+14+£() & un segmento
interno ad f.

Me allora, di qui e dal fatto che una curva contenuts in T, non
pud mai tagliare la propria immagine segue, in virth del teorema della
nota (%), che Ty-a(l) o T, ¢ coincidono; donde la conclusione {18y,

13. = Si supponga ora che I'applicazione del teorema di Trrasaxa
ol quadrato eritico Q, ed al campo adiacente E(!,) conduca ad un
quadrato critico @ verificante le I) e II) del n. 9 e tale che 1l seg-
mento s, = Q- ¢(Z,) = Q- 1, 0 sia interno ad 7, 0 coincida con &, Inoltre,
in conformita di quanto & detto alla fine del n. 9, se I, & un segmento,
osso sia anche un lato del contorno ¢ di Q.

Si indiehi con ¥ quellarco speciale di ¢’ che (n.10) non contiene
punti di s,.

Si applichi i1 toorema di Terasaks a Q e al campo Z(I) adia-
cente alla traicttoria o (J'), generata da ¥, e situato, rispetto a questa,
dalle banda opposta di Q' - di guisa che visulta %(J)-Q@=0-.

Si perviene cost o a un quadrato critico Q" o & una regione ango-
lare R”, verificanti proprietd analoghe alle I), IT), I') e II') del n. 9 o
a quelle del n. 10.

Dimostriamo che se esiste Q, esso ¢ interno a Z(l,); se esiste R”, R”
& interna a E (). '

'(13) Chr. p. es., foc. cid, (4), nn. 2] e 22,
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Infatti, si supponge che esista Q.

Se 7' & interno a 2(4), o(I') o (') sono entrambi interni e X(Z),
e I'nflermazione & evidente (*%). o

Se I non & interno a 2(l;), esso ha gli estremi su ¢(l) e i punti
interni in X(7)), v. n. 10; inoltre esso & costituito dalla somma di tre
lati di ¢' (v.n.10 in fine e si tenga presente che I, & un lato di ¢).
Ma allorn, v. n. 9, Q" ¢(Z) & un segmento interno a ¥, ¢ quindi a
(7). D’altra parte 2(2) & contenuto in X(Z,), anche in questo caso (*%);
e Z(l,) ¢ aperto, per definizione; epperd Q" & interno a Z(Z,).

Si supponga ora che esista R

I punti di R” o appartengono a 3(7), o appartengono a e{I).
Nella prima alternative sono interni a X(7,), come risulta da quanto
precede. Nella seoconda sono interni a 7, per la II') del n. 9; ma i
punti interni a ' sono sempre interni a Z(l,), come si & gid tho,
dunque, ecc.

14 - Manteniamo le ipotesi e le notazioni del numero precedente.

Consideriamo due intorni circolari (apertl) U, e V,, uno di uno e
altro dell'altro dei duo estremi del segmento s, == ¢ +a(l) == ¢ - I, Sup-
poniamo che la somma, dei loro raggi sia minore di s, o tanto piccola
da aversi U, . Q" = V- Q" = 0, oppure U, R’ == V. R" == 0, se invoce
di Q" esiste I

Gliinsiemi 8'= (Q Q") — (U 4+ V) Q, 0 T'=(Q'i B") — (U, 4 V) Q’,
si saldano sempre o -o(l;} lungo un segmento s == g, — (U0+VO)
interno a s, e quindi a 7, :

Aggiungiamo ora a S’ {a T un rettangolo +, avente il segmento
s' eome base, situato rispetto o s(l,) dalla banda opposta di 8 [di T,
tanto sottile de mnon incontrare la propria immnagine e da non conte-
nere punti di s(f) oltre quelli di s'. E poniamo :

Sy = 8 7’ [T, = T §#];

di guisa che #(8,):8,=¢#(8") 8 [¢(T,) T, =T T, — cfr. n, 11
& proposito della ¢{T)) T, = {R)- R

{*) Auzi In cosn & gid nota: per uva deduzioue esplicita di gueste circo.
stanze, si cfy. loc. cif. (2), n. 11, .

(2% Ofr. loc. cit. (%), n. 14: il fatto che gli estremi di { appartenganc a o(f;)
non ha importanza.
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L’insieme §, contiene Q", quindi incontra la, propria immagine;
anzi non & difficile riconoscere che 5, & un dominio critico [perché
tali sono Q o Q" o perchd Q' e Q" sono situati da bande opposte T1-
spetto a o(l'), mentre {(5,)- S, = t(8) - 8. Inoltre esso & topologica-
mente equivalente ad un guadrato; quindi anche per il suo contorno
vi & lnogo a determinare due archi speciali, cfr. del resto loc. cit. ()
pag. 64, Orbene: & facile riconoscere che uno di questi coincide eon
Vareo.speciale del contorno ¢ di Q", contenuto in X(I), & meno degli
estremi, eventualmente. In definitiva:

Se esiste Uinsieme S,, esso & delimitato da und curva chiusa di
Jordan e gode delle seguenti proprietd:

') Vintersezione di S, e o(ly) si riduce o un segmento, tnterno @k,
e il cui interno & interno @ Sy;

b Vinsieme S;— S, X(l) appartiene Q, e non incontra le pre-
pria immagine ;

&) Vinsieme 8, —8,-Q, appartienc @ %(1,) e contiene il quadiato
critico QF,

d") Vinsieme S, ¢ esso slesso eritico e 1{8,) - 8, appartiene & X(ly);

¢y detto U" Varco speciale di q° speciale anche per il contorno di
Ser 8y — U & contenuto in uno dei campi adiacenti alla traiettoria o(l")
generata da 1', e precisamente & quello che contiene Q' —1",

la ¢) essendo conseguenze appunto del fatto che anche S, &
critico.

Per esprimere tutte queste eircostanze, diremo che Sg & un insteme
fondamentale relativo a @, ¢ (1

Tnoltre & chiaro che la costruzione, data per Qg e X(fy), si pud ripetere
per Q" e per il campo adiacente o o(I") & non contenente punti di Qs
il che in sostanza equivale a dire che quella costruzione si pud ripetere
per 8, e per il campo adiacente a s(I"), o non. contenente punti di S,.

E ancora, si riconosce facilmente che:

Se esiste insieme T, esso gode di proprietd analoghe alle @), b),
) e d) del numero 11.

15, - Anche in questo caso si ricomosce che dalle proprietd di
S, o Ty, implicite nella loro costruzione o esplicite nelle &), .., ¢) ©
nelle a), ..., d), discende nuna proposizione analoga a quella date mel
n. 12. Precisamente la:
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Se X(ly) ¢ i primo [il secondo] campo adiacente a Q,, gli insiemi
8, e T, definiti nel numero precedente sono fondamenitali per il primo
[l secondo) campo adiacente ad ogni quadrato critico abbastanza wicino
a Qq;
od & chiaro che questn enunciato si riferisce a quelli che esi-
stono degli insiemi S, e T.

§5. - SurLA TOTALITA DEI QUADRATI CRITICI.

16. -~ Sia G un insieme lmitato del piano e ne sia F Vinvolucro
chiugo.

I quadrati critici che hanno il centro in G sono contenuti fra 1
quadrati critici che hanno il cenfro in ¥, Sia & linsieme di questi
ultimi,

Inoltre & chiaro che se un quadrato del piano & d’accumulazione
per quadrati critici col centro in F, nel senso che deriva dalla nozione
di distanze introdotta nel n. 8, esso stesso & un quadrato critico col
centro in F. L’insieme & & quindi chiuso.

Un quadrato col centro in I' e che contenga ' e ¢(I") nell’interno
non pud certo esser critico; ma F e {(F) sono limitati; quindi i
lati dei quadrati critici col centro in. I ammetiono un estremo
superiore finito. B di qui & facile dedurre che linsieme & & compatto
(in s&) (*1),

Inoltre & & uno spazio metrico. Indi, per quanto precede, & &
un bicompatto (**); ciod & rientra nell'mmbito degli insiemi astratti a
cui & possibile applicare il teorema di Pincurnrs-BorgL.

17, ~ Bia ora I' un quadrato di & X si dicano:
o e { il primo e il secondo arco speciale del contorno y di I';
Z(a) e X(f) 1l primo e il secondo cempo adiacente a o(I') ==
+00
= Emﬂ,t” (m;
S(2) e S(8), se esistono, due insiemi analoghi all’S, del n. 14 o
relativi rispettivamente a Q e X{a) o Q e X(P);
{*1) Per Ia terminologia che adotto, si veda P. Anmxanprorr e H. Horr,

Topologie |Springer, Berlino {(1935}], pag. 84,
(*) Loe. cif. nota (™), pag. 87, teorema VI,
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T(x).c T(®), se csistono, due insiemi analoghi al T, del n. 11
ordel n. 14 () e velativi risp. & Q e Z(«}, a @ ¢ Z(B).

‘Allora, dalle proposizioni dei nn. 12 e 15 e dalla bicompattezan
di & ¢ facile dedurre che:

Liinsiene G dei quadrati critici coi centr nell’insieme G, chiuso
0 non, ma limitato, si pud decomporre in un NUMEro finito di classi, in
maniera tale che i quadrati di una stessa classe ammettano almeno un
insieme, fondamentale per tutfé, comune a tutti, ¢ relativo ai iispettivi
primi campi adiacenti, ed almeno un insieme, fondamentale per tutti,
comune o tutti, e relative ai rispettivi secondi campi adiacents,

Infatti, attesa la bicompattesza di & e 1 teoremi del § prec., &
possibile scegliere un numero finito At quadrati Ty,..,Fe di & o
determinare gli intorni W,,.., Wi &i questi, in modo che ogni T di
T cada in almeno uno degli intorni W, .., Ww; o che se I' cade in
W (=1,..,w), quelli esistenti degh insiemi- 8(2), e T{e) ovvero
degli insiemi S(8) e T{f;) sl possano pensar come fondamentali, per
I'e £(x) i primi, per ' e X{f) i sccondi ~ naturalmente il- significato
di o e B, e quindi di S(a), T(x), S(B) e T(h) & paleso

Dopo di ¢id & agevole ottenere unu suddivisiono di &, eppero di
@ in un numero finito di classi del tipo voluto; e si pud imporre la
condizione ulteriove che due classi distinte stano prive di elemonti
comuni (**).

(*3) In questo momento applico il postulato di ZunrueLe, Ma, se si vuole,
basta riesaminare le dimostrazioni di Tirasaxa e quelie qui avolte, per convincersi
che 1'uso 4L quel postulate si pab eliminare,

{#) Por suddividere i segnenti di trasinwione contenuti in un rebtangolo
i un nuometo Bnito di classi, clascuns comportantesi comse un solo elemento,
bisogna ostendere lo nozioni di segmento o di raggio fondamentale seguendo
Vipdirizzo qui tenuto nei nu. il e Id: e ciob, sopprimere la condizione che i
segmenti e i roggl fondamontali per un segmento di traslazione e un campo
adincente alls relativa (raisttoria siano ortogonali al segmentoe di traslazione; ¢
sostituire altresl la condizione che quei segmonti ¢ quel raggl fondamentali siano
interni, & mono dell’origine, a quel campo adincents con Ualtra di avers su quslla
traiettoria un punto soltanto {interno a quel segmento di traslazione) e di pe-
netrare netl’sitro campo adiacente a quelia traiettorin con un segmento, che non
incontri la propris immagine (ciod abbastanza corte),
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OsservazioNe, - I teorema di questo nwmnero permette di dimo-
strare V'nltimo teorema geomstrico di Pomvcars, sugli autoomeonor-
fismi di una corona circolare, applicando il procedimento dimostrativo
dato da Terasaxa per il teorema di Brouwer in loe. cit. (®) pag. 69;
cosl come la suddivisione dellinsieme dei segmenti di traslazione conte-
nutl in wn segmento in un numero finito di classi, comportentesi
clggcuna come costitnita da un solo elemento, si presterebbe a dimostrare
quel teorema di Pomvcari col procedimento dato, in questo ordine di
idee, da v. Kurigsirro (*%).

{(®5) Cfy. loc, cif. (*); foc. cit, (%), §5.






