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'_ CONTRIBUTO AD UNA TEORIA GENERALE
- DEGLI OPERATORI

GINO ARRIGHI

SvMMARIVM, — Generalem dootrinam de operator:bus Auctor dehba.t; de
inversionis problemate speciatim tractans. :

§ 1. - L’uso degli operatori trova amplissimo ufficio nelle matema-
tiche e mells tecnica: proiettivitd, omografie vettoriali, matrici e gli
operatori funzionali introdotti de Grore1; ma riteniamo che il loro uso
sia di non trascurabile apporto ad altre scienze come pure alla ogica
dove le applicazioni di queste ricerchie saranno in prosiego mostrate.

Pertanto siamo venuti nella considerazione della oppurtunits di
une teoria generale degli operatori alle guale, con questo secritto, in-
tendiamo portare un, sia pur lieve, contributo.

In queste pagine, definiti gli operatori, vengono tratteti i loro
prodotti -ordinati e le simmetrie il cui calcolo presenta forti ana-
logie formali con quello delle radici ennesime dell’unitd. -

Successivamente si passe ad analizzare, dettagliatamente e per
gradi successivi, I'importante problema della inversione degli operatori.

§ 2. ~ Diremo operatore applicabile ad un ente, un complesso di
operazioni effettuabile sopra l'ente stesso. Indicando brevemente con «
un operatore, la totalith degli enti cui « & appl:c&blle sard indicata
con €, e verrd detta campo di applzcabzlztd di «. ‘

(*) Nota presenteta dall’Accademico Pontificio 8. E, Giovanni Giorgi il 27
aprile 1947,
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B¢ o appartione a G, ed y & Dento cui si perviene applicando e
ad x scriveremo brevemente y=aax. So, per tutti gli enti x, ap-
partenenti ad un campo C, st ha 2@ =« diremo che « & identitd in ()
ovvero & a=1 in C.

Se g, fornito dally y = aw, appartiene al campo Cp di appllcabl-

lith di un aliro operatore § potrd ulteriormente aversi z=fy = @(za)
o scriveremo anche z==(falx="fax dove & pure posto in evidenza
Poperatore Ba (prodotto ordinato degli operatori « e {) che applicato
ad x fornisce z e il cui campo di applicabilith Cj, & contenuto in
o, al pill, coincide con esso. In tali ipotesi p & da riguardarsi come
operatore che trasforma « in fa.
.. In guisa analogs, quando siano verificate le condizioni per ulteriori
applicabilitd, potrd defiinrsi i1 prodotto ordinato degli operatori «,f,y
mediante la (yBa)a=y[f(2x)] che seriveremo pure yBow. Cosl, simil-
mente, pei prodotti ordinati di pit di tre operatori.

Verificate le condizioni per le ulteriori applicability, potremo defi-
nire, le potenze con esponente intero non mnegativo degli operatori,
mediante la legge: a0 =T, a®*tm=aa” (con n=0, 1, 2...).

-Si-avra allors conseguentemente S

0] (ap—pape, (pa=pababa, oce.

o g g™ . (am)u=amn (COII m,ﬂ interi non neg&tivi).

Un operatore y sard detto réiflessivo in un campo € se, per tutti
gli enti @ di O, y& appartiene ancora a C, allors cid aceadréa anche
per y"a (con # intero non negative qualunque). '

 Due operatori « e p saranno- debti commutabiti in un campo ¢ se,
per tutti gli enti a di-C, & pax==zxpx. S

TroweMa L ~ Se @ e § sono operatori commutabili in € ed ivi
viflessivi s1 ha in C: (Pa)"= (2" =[("a" = "f" (con # intero non
negativo qualunque).

Infatti, per ipotesi, 'operatore ($a)" potrd B,pphcmm agli enti di €
ed inoltre dallo sviluppo, secondo le {1], si otterranno le ulteriori sue
forme date nell'enunciato mediante successivi scambi.

Se per & appartenente a Cy, con « non identitd, risults «& =&
diremo che Vente & & unito rispetto ad «. Se § & commutabile con «




”
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in un campo € cui appartiene &, avremo «f&=0aZ=8T cid che prova
essere unito, rispetto ad =, anche $Z. Se, permanendo le ipotesi pre-
cedenti, gli operatori « e P sono altresi riflessivi in € sard «"Z =%
{con # intero non negativo qualunque) e quindi «"f*# == f«"==*T (con
& ‘intero non negativo qualungue); cioé f*% & ancora unito rispetto ad «,

§ 3. ~ Un operatore ¢ sard detto simmetria di ordine n (con n
intero non negativo) in un campo € se ¢ & ivi riflessivo e se in (' &
e"=1. La identitd & simmetria di qualunque ordine in tutti i campi.

Una simmetrie di ordine # in (' sard ‘dette primitiva se per m
intero positivo qualunque minore di » & in genenerale ¢ 4 I

Trorrma IL - Se ¢ & simmetria primitiva di ordine =» in €, gli
operatori e"(con #==0,1,2,...,72—1) sono simmetrie di ordine » in €
diverse fra loro.

Infatti & (e")" = (¢")" = I. Inoltre le n simmetrie che cosi si otten-
gono, ciod le I, ¢, e* ..., e"*, sono tutte diverse fre loro giacchd se
fosse e == {con 7, <7y <n), applicendo £ ad ambo i membri di
questa, si avrebbe %71t = g2t == ['; ma essendo #'— 7, + 7, < n se-
guirebbe che la ¢ non sarebbe piltt primitiva contrariamente alla ipotesi.

Dando ad # valori.interi gualunque suceessivi ad # — 1 ritroviamo
simmetrie del gruppo sopra scritto; ad esempio si ha: e"*?=¢"g?=¢?
Se l'operazione indicata nel teorema II fosse state eseguite sopra una
simmetria non primitiva ma tale che e =1 (essendo m il minore nu-
mero ‘intero posifivo per cui questa eguaglianza & generalmente veri-
ﬁc&ta) 8VIeImMmo ottenuto un gruppo di sole m mmmetme diverse:
I, K g%, ..., P,

TrorEMa III - Se ¢ & simmetria di ordine 8 in € ed » e:I:I
esse & primitiva,

Infatti se fosse &* =1, dalle e®==¢ od ¢® =1, discendereblbe e=1I
contrariamente alla ipotesi.

TrorEMA IV. ~ Se g © & sono simmetrie commutabili di ordine,
* . v 3 [} . . - & 3
rispettivamente, m, e m, in (| il loro prodotto & simmetria in C di
ordine egnale al minimo comune multiplo di =, ¢ my.
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TInfatti ~detto m il minimo comune multiplo indicato .e . posto
m=mp=myg, si ha (gM)"(s,") =1 donde segue ge" =1 e, in
virth del tecrema I, (¢,6,)" =1, c.v.d.. :

TroreMa V. — Se in tutto un campo € sono commutebili la
simmetria ¢ primitiva di ordiue » e Poperatore « riflessivo in C, si
ha in C: (2&")" =" (con #=:0,1,2,...,2—1) e gli operatori ac” sono
fra loro diversi. '

. Cid segue immediatamente dai teoremi I e IL
~ Dando ad # valori interi qualungue successivi ad » -1 ritroviamo
operatoridel gruppo ora considerato. Se I'operazione indicata nel teorema’V
fosse state eseguita con una simmetria non primitiva avremmo ottenuto
un gruppo di minor numero di operatori diversi.

§ 4. - Tronema V1. - Se faz appartiene a C,, wa appartiene a Cyp,
Infatti applicando «-a Paa, il che & lecito per ipotesi, si ha «fow ==
= «B(xa), ¢ v.d. Analogamente si proverebbe che

Trorema VII - Se a«Bx appartiene a Ch, p appartiene a Cp,.

Indichiamo ora con Cf, il campo (guando esista) contenuto in Cp,
o, al pih, coincidente con esso e.tale che per ogni ente u appartenente
ad csso si abbia Beu==u; in tal caso diremo che § & inverso di w
in O‘;u,
indicheremo con C7y, il campo (quando esista) contenute in C, o, al
pili, coincidente con esso e tale che per ogni ente v appartenente ad
esso si abbia ¢fv=1v; in tal caso diremo che « & inverso di £ in (7,
ovvero che & «B=1I per tutti gli enti v di (. Se Cf, = Gy diremo
che § & inverso di « per tutti gli enti cni & applicabile f«; & se OEEE b
diremo che che « & inverso di {§ per tutti gli enti cui & applicabile «f.
Se (', = C, diremo che f & ovungue inverso di «, e se (7 =Cj sarh

ovvero che & Doa=1 per tutti ghi « di O‘Bu. Anoclogamente,

« ovanque inverso di §.

Tronema VIIL — Quando esiste il campo CF, ogni ente u del
quale . verifica la Bau —=u, esiste altresi il campo O:ﬁ ogni ente » del
quale verifica la «fve==v. Inoltre: per ogni % si ha un v tale che Bv=1,
per ogni v si ha un u tale che aw ==wv.
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Infatti, applicando « ad ambo i membri della #=0au, si ha au=
s=aPaw==alB(xu) la quale ci prova che per tutti gli au & ap==Te
quindi il campo Oy,
ciamo v, l'ente di Oy, concidente con «# ciod v, == i, a.pph(,ando B

esiste. Inoltre scelto un % qualungue in c, di-

ad ambo i membri di questa si ha fv, =, ¢ v. d.; analogamente si
prova il rimanente.

Due elementi # e v legati fra loro dalla Pv==u [0 dalla aw=wv
che fa lo stesso] saranno detti corrispondenti e allora il teorema pre-
cedente potra anche annuneiarsi al modo seguente

Trorema VIII bis. - La identitdh di B« in un campo porta di con-
gseguenza la identitd di «f in un altro e i due co,mpl sono ocostituiti
de elementi corrispondenti.

Dua quanto sopra, con n intero positivo qualunque discende

= (B0 )" o =) 0 v (o) (B o= (B

Nelle ipotesi superiori, se v & riflessivo in O}, si avrd y™*u==
=Y Bay’n (con # e s interi non negativi qualunque),

Analogamente, se 8 & riflessivo in Crgr 81 avrd 32490 =8§7aB8%
{(con p e ¢ interi non negativi qualunque).

Se, in particolare, ¥y & in C;m simmetria di ordine n==1#+s (con
7 & s interi non negativi), per quanto sopra avremo u=y Bay'u. B
se 3 & simmetrie di ordine #=p +¢ (con p ¢ ¢ interi non negativi)
in Cp, AVIemo 0”33’&[53“'0 _ _
- Beicampi €} e hanno una parte in comune e dwm.mo p il
generico ente di questa, tenendo presente la w == Bxu, sard {5p—~ Brap
8 quindi: il corrispondente di p appartiene a Ch. Analogamente, se
i campi O ® O, hanno una parte in comune e diciamo ¢ il generico
ente di questa troveremo che il corrispondente di ¢ appartiene a Ci.
Inoltre, con n intero non negativo qualunque, avremo

fp=0@B)ap=FR0"p, ag=~FPa)"be=alap)*q

w

" § 6. ~ Supponiamo adesso che i due campi CEG ) 02(1 abbiano
ung parte in comune il cui ente generico, che indicheremo con w, viene
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adosso .o godore tutte le proprieth cho precedentemente 81 sono vigte
valere per u, v, p, ¢ © che qui 11ch1a,mmmo in parte ponendo w,=aw
e wg.- fhw, Avremo pertanto : o o '

w=ﬁwiﬂ;xzvgmﬁaﬂwimaﬁawz Wy = etwy == afw, w= e flawy

w, = BPaw, == Baw, = BPabw, .

Sard inoltre
we=ablwy = futwy, w == a? (o, mm afatioy , wy= Bt = Pa e, .

Ds queste ultime discende in particolare che

TronEMA 1X, — L'ente w, appartiene a C’*,ﬂ, 8 0, appartiene a C’E,u,.

Dalle precedenti resulta puve che w ‘e w, sono corrispondenti e
cosi pure w, e w; inoltre w; e wy, cor1'1spondent1 di un medemmo w,
garanno doebti cm‘mspondent@ n 2“ g?*ado. ' o

§ 6. — Supponiamo adesso che i due campi C}, e Cos coineidano
o diciamo ancora w il generico ente di un tal campo che, brevemente,
diremo ‘C* In tali ipotesi diremo che gli operatori « { sono 'uno
doppiamente inverso dell’altro in C*; se fosse ancors C,= Cp c* di-
remo che I'uno ¢ doppiamente inverso ownque dell’altro, '

- Be e,, Eg, vory By, £ SONO gimmetrie " di ordme rispettivamente

n”nz, e, My, ® in un campo € si ha che 8" g™ ... E)l;1et o ‘doppia-
. g By 8 .

mente inverso di 51 gtk € (con Piy Payees @1_“a;,sl,sg,...,sw,s;

lnterl nOIl llegat1V1 e tlﬂa].l 0}16 7'£ + 8y = 714, ? g + &p + ?22, ey '3;_’_ + Sy =

=y, + & =) in C; giacchd, detto x il generico ente di C, siha sempre

T i1 g7l 8 gBi-1 LT 8y o e WL
g 6? ees 877 U EL E:H ...s s /B._sl €7 B ¥ 5182 g E =R

Per =1, si ha in particolare che: se ¢ & una simmetria di or-
dine » in C, & & doppiamente inverso di & (con 2 e s interi non
_negativi tali che » +s=mn).
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Tmorems X. - L'ente w apparticue Chas © & Ol

- Infatti w, che per il teorema VIII appartiene a O':ﬁ, apparterra
pure & C ., ciod sard Peotw=oaw e, applcando P ad ambo i membri
di queste segue senz'altro la prima parte dell’asserto; la seconda si
provera in guisa analoga.

Trorzma XI. — L'entew, appartiene anche a U, e w. appartiene
anche e C’;,ﬂ,.

L prima parte di questo teoreme, che complessivamente viene ora
ad essere un complemento del teorema IX, si prova senz’altro osservando
che w,, appartenendo a CF;, & identificabile con un @ ed applicando
il teorema X; in guisa analoga sl proverd la seconda parte.

TrormMa XTI, - Gli operatori « e § sono riflessivi in €%,

Cid che segue senz'altro dalle (aflew=1sw o (Ba)Bw = Pw.

Vale osservare che nel caso in cui gli operatori « ¢ § sono 'uno
doppiamente inverso ovungue dell’altro pud vantaggiosamente porsi fe=a*
o o==p"*, potendosi cosl definire le potenze con esponente intero negativo
a e () = 0" e f=({™*) = «* (con » e s interi positivi qualunque).

Trorema XIII - Se y & un operatore viflessivo in C* ed ivi com-
mutabile con o, osso & altresi commutabile con {.

Infatti, per essere yw=ryafw, si avrd per ipotesi yw==ayfw e,
applicando § ad ambo i membri di questa, discenderd Byw={fayBw=
=vyBw glacché yflw appartiene pur esso a C* e, con cid, il teorema
e dimostrato.

Sia adesso ¢ una simmetria primitive di ordino # in C*; ponendo
Y=8=c¢te u=v=w nelle u=y"Pay's ¢ v=>3"afd% (coil 7, 8 P, 4,
interi non negativi e tali che r+s=p+¢g=mn) si oftiene w=rc"Pac'w
o w=clafc’w, ma & pure ac'e'Bw=w e Pe’c?aw==w; cosicché dal
confronto ordinato di queste due coppie di formule ricaveremo corri-
spondentemente due sistemi di n— 1 coppie in generale diverse di
enti corrispondenti m 2° grado e di tipo

o

LI 5 gD
wl,s o= EETW wl,p = EF o

w\"-

g = & P wy, = Pelw
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con 7, 8, p, q, interi positivi e tali che » +s=p + g==n.
Se ¢ & commutabile con & in O* i due sistemi di coppie ora con-
siderafi si riducono ad uno solo giacché allors per s=p si ha corri-
ok

W : .o
spondentemente wj = e, per il teorema XIIL, wj  ==wj .

Se ¢ mon & primitiva si hanno ridugioni in entrambi i casi.

Prorema XIV. - Un eunte di C%, unito rispetto ad « lo & anche
vispetto a 6. .

Infatti, per quanto debto al termine del § 2, & afw=pw; ma )
pure «xPfB=72 e quindi B =1w, c. v. d. -






