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SULLA GENERAZIONE DI VORTICI
IN FLUIDI PERFETTT « NON OMOGENEI » ()
SOGGETTI A FORZE DI MASSA CONSERVATIVE ®

{Con due figure)

LUIGI CASTOLDI

SvyMMaRIVM. — Perpendit Auctor quid in theorematis hydrodynamicis &
Laaraxar, Twonsox, HeLMHOLTZ repertis mutandum sit, si applicayi debeant ad
fluentin perfecta non homogenea, guro conservativarum virium sollicitationibus
obnoxin sint. Conclnsiones nd nonnulin facta, quae saope evenire solent, applicantur,

L. - Il fenomeno della formazione di vortici in seno s fluidi
approssimativamente perfetti ¢ soggetti a forze di massa conserva-

(¥} Nota prosentata dall’Accademico Pontificio S. E. Giovanni Giorgi il 20 ot~
tobre 1947,

('} Adottiamo qui la denominazione di omogenei per designare quei fluidi
nei quali In densitd & funzione unicamente della pressione; pitt particolarmente
si parlerh di fluidi omogenci incomprimibili o comprimibili secondochd, rispetti-
vamente, guella funzione si riduce ad una costante oppure no. In ogni altro caso,
come pit dettagliatamente & fndicato nel numero 1 del testo, parteremo di Auidi
non omogenel. Abbiamo proferito quesie donominazioni a quelle corrispondenti
adottate, per esempio, da} Bymrxyes (P. AveiL, Traild de mécanique rationelle,
T. 1, 8* od., pag. 562) di fluidi barotropi (superficie isobare coincidenti con quelle
di ugnal densitd) o di fluidi daroclini (in ogni caso diverso), per il fatto che, in
particolari circostanze, per esempio nel caso statice, un fluido da noi definito
non omogeneo, o fislcnmente tale nsll'accezione comuns della tavola, in quanto,
por esempio, costitnifo da un insieme di lignidi non mescolabili e di diversn
densith naturale, si stratifica in modo che i piani orizzontali sono ad un tenmypo
superficie isobariche e di ugnal densitd; il che, secondo le denominnzioni citate,
portersbbe a classificarle come darefrepo. Consegue di qui che In distinziono tra
fluidi barotropi e baroclini non appave dotata di carattere intrinseco, ma legata
atle parsicolart circostanze cinomatiche in cui trovansi i fluidi in istudic.

1T Acta, vol. X1,
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tive ("), quale, per esempio, si manifesta nei moti connessi a conve-
zione termica in Hquidi o aeriformi non uniformemente riscaldasi, trova’
spiegazione non soltanto mella natura sia pur poco viscosa di tali
finidi, ma anche, e forse prevalentements, come verrd appresso chia-
rito, nella loro non perfetta omogeneita. Riservandoei di tornave alls fine
su questo accenno di carattere applicativo, consideriamo per ora un
fluido perfetto del tutto generale, a priori comprimibile ¢ non omogeneo.
I ipotesi di non omogeneitd va qui intess mel senso che, mentre si
suppone che la densita p delia generica particella dipenda esclusiva-
mente dalla pressione locale vigente nelle successive posizioni da essa
occupste, si ammette anche che, a parith di pressione, la densiti del
fluido possa ancors esser diversa da particella a particella. Quanto
alla causy di tale inomogeneitd, essa pud supporsi attribuibile, o & non
uniforme strutéura materiale del fluido, o a disuguale temperatura
delle sue particelle e alla conseguente diversa densita di esse. In
quest'ultimo caso aggiungeremo peraltro Vipotesi che la temperatura
di ogni singola particella possa ritenersi costante durante il moto.

Volendo esprimere tuttocid snaliticamente, indichiamo con a,b, ¢
le coordinate, in un istante #,, della particells occupante all'istante #
la posizione w, y, 2. Se allora.

@ = a(a, b, ¢; H,/1)
(1] y=y(ab e tf))
7= z{a, bye; £ty ,

0, inversamente
[ o=@y it
(1] - l b=b{m,y,z; tt)

¢ ==c(x, Y, 2; Ht,)

{1) Attorno al signifiento de! termine forze conservative torna qui opportuno
richiamare che cost si denominano correttamente tutte queile forze che non danno
luogo o migrazione o dissipazione di energia. Taluni Autori, meno proprinmente,
npano tale locuzione con significnto pitt ristretto, por denotare lo forze derivanti
da un potenziale, Ma si noti, per esempio, che Ia forza trasversale (deviatrice)
che agisce su un olettrons in mote in un campo magnetico non ammette poten-
zinle, ma & conservativa, perchd non esegue lavoro. [Devo questa precisazione
ad una cortese comunicazione dell'Acendemico Pontificie §. E. Giovanni Giorgi,
al quals sono leto Ai poter gui esprimere pubblicamente la mnia gratitudine].
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sono le equazioni in termini finiti delle trajetiorie, la non omogenoiia
e la comprimibilité del fluido si esprimono serivendo che p & funzione
del posto e del tempo, sia attraverso la pressione locale p, sia abira-
verso le [1']:

[2] o == ola(@, y, z; ), b( )y e )5 pla, y, 25 8 .

Premesso cid, ¢i proponiamo qui di studiare a quel modificazioni
vanno soggetti i noti fondamentali teoremi idrodinamici di Lagraxes,
di Taomsow, di Heumaorrz allorché si lascia cadere, come si & accen-
nato, la consueta ipotesi di omogeneit.

2. - A tale scopo, rifacciamoci all’equazione indefinita della di-
nagmica di nn fluido prietto:

(3] Dv &
Py = eF — Ve

essa, nell’ipotesi, cul d’ora in poi sempre ci atterremo, di forze di masse
conservative, derivanti da un potonziale U, facendo uso doella nota

trasformazione
) - D/i\J 0% A ~ ~,
[4] B~ Bt +V(~§—)m v+ curlv],

asstime festo la forma:

~

v ~ ~ v? 1
7 [¢-curlv], = wV(U + “2,_)__ - Ve .
Indicate ora con

b o= omls
o == = curle
(5] -
lo. vorticitd dells generica particells, la precedente si pud seriverc

3 N~ 2 .
6] SA) IS P & vaMv(U+1’m+-€-),

*17  Acta, vol. XL
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da cui, prendendo il rotore di entrambi i membri,

26 ~ P
E T curl[¢ w], ——~2‘ cull(P Vp) .
Tenulo presente poi che &

~ -
~ A o~ LA ks LN av ~ 'am ~
cwrtiv.o],=vdive —odive 4+ 3P@ 5P 0

GIII‘l(‘%VP) = lv .,%_ Y pJ = &2— [Vp . Ap]., )
P P v F
diveo =0,
sogue ulteriormente
20 - 29~ Da ~ di 1
SE=FF O T 5p U o dive — ore [Vp p]v

- - . . N RN
0, infine, introducendo la derivata sostanziale di w

Do D,o; n 3(3 -
Dt = ot oP

. Fas

Do Dv ~

[7] B = 5P ¢ mdwv————l‘?p voJ

Importa rilevare esplicitamente il significato del fattore vg che
compare nell'nltimo termine della [7]. A tale scopo osserviamo che, es-
sendo la densitd p definite dalle [1], si ha:

%
(8] Ve=(Veht 5, VP
dove s1 & espressamente indicato che o dipende dalle variabili spaziali
sia. esplicitamente (p == costante) ~ e in tal senso & formato (vp), -,
sia aftraverso p. Tenuto conto di c¢id la [7] diventa:

Do 26~ ~ .~ [1 :
9] B = 37 W — ity — 2——P-§ VP'(VP)PL
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Segue da [8] che se il ﬂmdo & omogeneo, ¢iod se o dlpende dn .’L, J, 2t
esclusivamente attraverso p, &

(vp),=0
e la [9] si riduce a
N N '
D P ~ ’ ~
(10] D_,f: = (5—%— . o)) o dive

Da questa, e da quells che se ne deducono derivando sostanzial-
mente rispetto a f, risulta che se in un certo istante & & =0 per
une certa particella, per essa & sempre (prima e dopo listente) & =0.
Tale &, sotto la forma «elementare» l'espressione del noto Teorema
di Laerance, valido, dunque, per fluidi omogenei, e del resto com-
primibili o no.

Per un fluido non omogeneo, l'ultimo termine della [9] non si
snnulla generalmente; onde lannullarsi di & in un certo istante e

”~

per una certa particells, non implica Pannullarsi di I]Jj? né delie de-

rivate successive. Cosicché Yistante stesso & preceduto e seguito da
intervalli di tempo in cui la vorticith della particella non si aymmulla.
I} Teoremsa di LaeraneE non sussiste dungue nel caso generale.

3. — Il risnltato conseguito si precisa e si completa, considerando
in seno al fluido una genervica lines chiusa sostanziale C, concepita
ciod come mobile in modo da riuscir sempre formata dalle medesime
particelle che la ooinpongouo in un arbitrario istante assunto come
iniziale. Indicando con I la circolazione della velocith lungo di essa:

I=([% dP)

[11] /

si ha anche, per il teorema di Sroxms:

[12] I __ff(curl v d® ), = Qﬂ(cu dta), ,
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dove ¢ & una qualunque superficie appartenente per intero al campo
occupato dal fluido e avente per contorno C, ed # la sua normale
positiva rispetto a un verso prefissato su C.

Facendo poi uso di una nota espressione della derivata sostan-
ziale di un integrale di superficie, si ottiene da [12]:

mQ[f( +vdww+cull[m 'v d”?) =

ﬁ_Q'/:[( —-~+wa‘w$ — “ﬁa .d%'&)s

ossin, tenutc conto di {9,

113) 5= f (550, vph- ) = f (CENLART N

relazione che mette in luce il significato cinematico dell'ultimo termine
della [9], come gnello cui & dovuta, indipendentemente dalla eventuale
comprimibilita del fluido, la variazione nel tempo della cireolazione di ¥
lungo una gualunque linea sostanziale chiusa.

Risulta du [18] che anche il noto Teorema di Tuomsown, affer-
mante l'invarianza temporale di tale circolazione, e valido per flnidi
omogenel comprimibili o no, non sussiste, in generale, nell'ipotesi

pilt ampia di inomogensita.

Ve osservato peraltro che, per particolari linee sostanziali chiuse
tracciate nel fluido, pud bensi riuscir nullo il secondo membro di {13},
e che pertanto, per esse, continuerd eccezionalmente a valere la pro-
posizione di Tromsox. Una classe notevole di linee per cui tale cir-
costanza certamente si verifica & quella delle linee tracciate sulle su-
perficie (p), = costante, intendendo per tali le superficie sostanziali
definite como luoghi di particelle la cui densit®, a paritd di pressione,
¢ costante.

Nel seguito chiameremo, per brovité, tali superficic o lo linee
sostanziall iracciate su esse, rispettivamonte superficie e linee di
THoMSON,
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4. ~ Dalle ultime considerazioni possono trarsi aleune nofievoli
propriett, goometriche del moto di un fluido non omogeneo. Ma per
far ¢id occorre ancora accertarsi delle condizioni sotfo cui sussiste il
noto (primo) Teorema di Hrnmuorrz sulla sostanzialitd delle linee
di vortice, : ,

A tale scopo consideriamo, in un istante generico ¢, due particelle
P e P, = P +4c& infinitamente vicine o situate su uns medesims lines
di vortice. Indicando con 3 e con o, le attuali velocitd di P e P,

A A %
b ¥V, =T+ 3P
di tempo df, le posizioni rispettivamente assunte dalle due particelle
SATRANNO :

@. Ne segue che, in capo o un intervallo infinitesimo

PP+ ddt P’1m13-|-sc§+(§-|-s§~%€6)dt,

e la loro distanza, vettorialmente espressa:

4}

P, — P = E(C‘J-I-?_‘-’- ;;)dt ,

ossia, in virti di [9):
, ~ Da ~ ., 1 ]
[14] Py—P=c¢ !w-l- 57 e divo a5 [vp-(v P)yLi df
Risulta di qui che, 8 meno che il fluido non sia insieme omogenco
e imcomprimibile, le particelle P o P, non si mantengono durante il
moto sopra una medesima linea di vortice. A questo caso particolare
(ligride omogeneo) rimane dungue limitata la validith del citato Teo-

rema di HeLmuonrz,

e

5. - Premesso cid ricordiamo che, per un fluide omogeneo ¢
incomprimibile, il carattore sostanziale delle linee di vortice, unita-
mente alla conservazione della circolazione secondo Venuneciato di
TromsoN implica, con ovvia argomentazione la corrispondente sostan-
zialith dei tubi di vortici nonché Uinvarianzae delia lovo énfensitd (se-
condo Teorema di IHrimuorrz).

Per un moto fluido omogeneo e comprimibile, venendo meno il
caratterc sostanziale delle linee di vortice e pur sussistendo la propo-
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sizione di TwomsoN, il secondo Teorema di Heummoraz risulta alquanto
modificato. Sia infatti ¥, un tubo di vortici relativo allistante £, e
O, una qualunque linen sostanziale chiusa giacente su esso, Se X, in
un successivo istante ¢, & la superficie tubolare proveniente da X, per
deformazione sostanziale e C la attuale configuraziono su essa della
linea sostanziale proveniente da C,, Iinvarianza della circolazione nel
passaggio da C, a C, unitamente all’arbitrarietd di C, (in particolare:
gireolazione nulla per tutte le C, non abbraccianti %, e per le loro

Fia,

trasformate) permette di affermare che X & tutt'ora un tubo di vortici
(con intensith inalterate). Le comprimibilitd supposta del flwido ha
soltanto per effetto che le linee sostanziali Z, che allistante £ coinci-
devano su %, colle relative linee di vortice, all'istante ¢ generalmente
ne diversificano, pur potendo, sia le une che le altre, nel medesimo
istante concepirsi come generatrici di . Per chiarir ¢id, nella figura 1,
si sono disegnate, su X, e su %, con tratto continuo le linee sostan-
ziali I, ed 1, e punteggiate le linee di vortice. '
Conelndendo, nel caso presente, i tubi di vortici possono dunque
definirsi come superficie sostanziali generate da vortici non sostanziali,
Nel caso piti generale di un fluide non omogeneo e comprimibile
viene anche a mancare, come tosto si riconosce, la sostanzialita delle
superficie tubolari di vortici. Sia ancors infatti G, una linea sostan-
ziale chiusa, direttrice, all'istante £, di un tubo di vortici %, e siano




ACTA L 21b

rispettivamente Ly od I, la linea di vortice e la lines sostanziale, at-
tualmente coincidente con essa, uscenti da un suo generico punto P,.
In un'istante successivo #, la linea sostanziale C, avrd assunto una
configurazione C e il punto P, una posizione P su di essa, mentre L,
ed ¢, avranno dato luogo a due linee I ed I (Ja prima, attuale linea
di vortice uscente da I; la seconda, trasformata sostanziale di 7))
generalmente fra loro distinte, : _
Complessivamente, la linea C riuscira, ad un tempo, direttrice di
un tubo di vortici X (relative all'istante ¢ e alla direttrice C) e di un

P, 2,

tubo di linee sostanziali S (trasformato sostanziale di %), i quali,
venuta meno nel caso presente la proposizione di invarianza di Taomson,
5i manifestano generalmente fra lore distinti. A chiarimento di cid,
nella figura 2 si sono disegnate su X, due direttrici O, e C'), e, 5u S
le rispettive trasformate sostanziali C e C'.

Ve ancora notato che il flusso di vortici attraverso e caratbe-
ristico all'intero tubo X (intensith di X) & generalmente diverso dal-
I'analogo flusso attraverso C, e caratteristico di X,; e che d’altra parte,
il flusso in questione attraverso una linea generice giacente su S e
abbracciante S uns volta ¢ generalmente diverso da linea a lines,
non essendo 8 un tubo di vortici, '
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Un comportamento eccezionale presentano le lines di TromsoN
introdotte nel numero 4. Se G, & une di esse relativa all'istante ¢,
e G la sus trasformate sostamzinle allistante #, non solo il flusso di
vortici ‘attraverso &, ¢ caratteristico di 2, coincide con quello attra-
verso G, e caratteristico di %,, me altresi & lo stesso per tutte le
ovontuali linee di Taomson situate su S e provemnienti da analoghe
situate su ¥,. Risultato questo, che, nonostante qualche apparenza,
non contraddice affatto quello ottenuto nel precedente capoverso.

6. Una APPLIcazIONE. - Consideriamo un recipiente, per esempio
cilindrico, superiormente aperto e ad asse verticale, contenente un
lignido pesante che supporremo, almeno approssimetivamente, perfetto
e iniziaslmente omogeneo. Se indichiamo con Z la quota contate verso
alto a partire dal fondo del recipiente, & possibile immaginare un
dispositivo di riscaldamento dal basso, per effetto del quale, in capo
a un tempo sufficicntemente lungo, si stabilisca mnel liquido una di-
stribuzione di temperatura per cui, senza peraltro provocare - in virtl
di opportune cautele - moto alecuno nel liguido, la densita risulti
funzione crescente di Z. L’attuale stato di equilibrio, contrariamente
a quello iniziale, ha perd manifesto carattere di instabilitd: una sia
pur lieve perturbazione nella distribuzione della temperatura, per cui
lo. superficie isotermiche cessino di essere perfettamente orizzontali,
rende impossibile Pulteriore sussistere dell’squilibrio del liquido, pro-
vocandone un moto d'insieme che lo porterd, in un tempo che pos-
siamo supporre abbastanza breve perché il fenomeno possa. considerarsi
adiabatico, ad una nuova distribuzione di equilibrio con densita cre-
scente in verso opposto alla quota (*). Allistante ¢, in cul il Yguido,
per effetto della perturbazione accennata, abbandona il precedente stato
di equilibrio instabile, le superficie isobariche hanno, necessariamente,
diversa configurazione da quelle isotermiche; onde, nell'istante consi-
derato, sard certo, in qualche parte del liguido, {vp«(Vg),), diverso

(%) Ltipotesi di adiabaticitdh, wnitamente a guells generice di incomprimi-
Lilith di un liquido, & necessaria se si vucle che siano verificate le condizioni
entncinte nel nymero 1,
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da zero. Poiché inoltre in ¢, & dappertutto @ == 0, la [9] fornisce per

o)

Da un valore non unull
oY 0.

Il moto descritto, che porta il liguide nella nuova configurazione
di equilibrio, avviene dunque con formazione di vortici.

Non diversamente sembra possa spiegarsi la formazione di vor-
ticitd nei moti persistenti di convezione fermica che si stabiliscono,
come si & accennato el principio, in liquidi e aeriformi (per esempio
nell’aria atmosferica) mantenufi nelle loro parti a temperature diverse.





