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RICERCHE SUI DETERMINANTI DI SOMME ()

LUIGI TENCA

SvMMARLVM. -~ Attentis progressionibus summarum ordinis % et rationis d,
Auctor perpendit (praecipuas quogue proprietates exponens) successiones datermi-
nantium summarum et duplicium summarum, quae ex illis progressionibus confici
possunt,

In una successione di numeri reali

v a_z, a_“ (1;0, @y, az, .....

s

per posto di un termine intendiamo Vindice di cul & affetto e chiamiamo
successione delle prime somme due & due la successione formata or-
D=, +a,, dove s=..... —2,-1,0,1,2, .....;
successione delle seconde somme due a due, la successione dei nu-

dinatamente col numeri a.

meri 4, prime somme due & due della successione delle prime somme
due a due della data, ecc.

1

Diciamo che la successione data & una progressione di somme di
ordine n ¢ di ragione d, quando ai” = (—1)*d, dove ¢ & un numero
intero qualsiasi e ¢ un numero resle costante, diverso da zero.

Si trovano, per tali progressioni, le formule:

per s=....., —-2 -1, 0, 1,2, .....

a}?’m(&')d,ﬁ (?)%u + (g)a,.,+2-+-..... + (qflj Upygon + (g)a,ﬁq
per p=.....— 2?“‘1707112:"“' e gml,Q, """ y 1

(*) Nota presentata dal Presidente dell'Aceademin 8. B. Agostino Gemelli
0, ¥, M. il 2 settembre 1947.
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ed altre se ne possono trovare non prive di interesse. Noi qui vo-
glinino invece esporre aleune ricerche sui determinanti di somme che
gi ricollegano a quelle da noi fatte sui determinanti di differenze (*).

1. - Dalla progressione di somme di ordine n e di ragione d
1 v gy Gy Goyy Gy By Goy By oaeiey
ricaviamo 1l prospetto:

iimd ,d =4, d ,—d ,d,—d

{r—1) Gi-1) (3t-1) (1—-1) {(n=1) (1—1} {ae--1Y
PP £ | I / 0 B aly T, @y 3 23} y W2 y o3 goarna
[2} S R

48]

(1) (1 1Y ()
..... e fiZg , G2g

(1} (1)
y a.j , o 3 aj y U2 ’ 3 yousras

cevnesss gy Og a1 o do [£3] , g y 42} goarren

dove ciascuna linea, dalla seconda in poi, ha per suceessione delle
prime somme due a due la linea immediatamente precedente. Diciamo
colonna di posto s quella che ha a, per ultimo elemento.

Formiamo un determinante A di ordine 7+l prendendo n+1-
colonne consecutive del prospetto [2], partendo da quella di posto s
qualsiasi e calcolinmone il valore. Aggiungiamo in A all'ultima co-
lonna la penultima, alla penultime la terz'ulbima. ecc., alla seconda la
prima: sviluppando il nuovo determinante ottenuto secondo gii elementi
della prims linea, abbiamo che A & eguale a (—1)'d per una deter-
minante di ordine n dello stesso tipo. Ripetendo por quest'ultimo il
procedimento eseguito su A e ripetendolo poi complessivamente 7 volte,
otteniamo :

A= (W 1)s(n+ndﬂ+1 .

Foymiamo jnvece i1 determinante B prendendo = +1 colonne
gualsiasi rispeftivamente di POStO 8y Sy ooy Sars del prospetto {2,
(83 8y < ov < Spt)s Tnseriamo fra ciascuna colouna o la successiva le

" {1) L. TeNca, Ricerche sui delerminanti di differenze. « Rendiconti Istituto
Lombardo di Se, e Lett, », vol. LXXVI, 1042-1948, pag. 127-184,
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colonne mancenti del prospetto ottenendo una matrice rettangolare
di #+1 linee e g,,,—s&, +1 colonme o completiamola per ricavare un
determinante B’ di ordine s,,,-—s,+1, con le s,,, —s, —n linee se-
guenti ordinatamente al primo, al secondo, ecc. posto nel determinante
stesso : prima linea formata da zeri con 1 solo al secondo posto, seconda
linea formate da zeri con 1 solo al terzo posto, ece., {8,—&, — L)-esima
linea formata da zeri com 1 solo all'(s, —s,)-esimo posto, (53— 8)-esima
linea formata da zeri con 1 solo all’(s, —s, +2}-esimo posto, ecc.,
(838, —2)-esima linea formata da zeri con 1 solo all’(s,— $;~esimo posto,
(85— 8 — L)-esima linea formata da zeri con 1 solo &ll'(s,—s, + %)-esimo
posto, ecc., (8,.4 — 8 - n)-esima lines formata da zeri con 1 solo
all’ (s*,,ﬂ—s,) -esimo posto. Abbimmo che B & eguale, a meno di una
potenza di 1, a B

Aggiungiamo in B’ all'ultima colonna la penultima, alla penultima
la terzultima, oce., alla seconda la prima. Sviluppando il nuovo deter-
minante ottenuto secondo gli elementi della {841 — 8 — 12+ 1)-esima
linea, abbiamo che B’ & uguale a (—1)¢a+i—==m51 @ per un deter-
minante di ordine ¢,,,—s¢, e ripetendo lo stesso procedimento per
quest’ultimo e successivamente in totale n+1 volte otteniamo che B’
risulta eguale a (— 1)®+D&uri=s1=ms1 g+t per un determinante di ordine
&3~ §; - n nel quale la prima linea & formata dal primo, dal se-
condo, ece. dall’(s,,,— & — n)-esimo termine delle (n +1)-esime somme
due a due della successions cle costituisce la prima linea di B, la se-
conda linea & formata dal primo, dal secondo, scc., dall’(s,4 —8—n)~esimo
termine delle (7 +1)-esime somme due a due della successione che co-
stituisce ln seconda linea di B', ecc., I'ultima linea & formata dal primo,
dal secomndo, ece., dall’(s,,, —s, —n)-esimo termine delle (n +L)-esime
somme due a dne della successione che costituisce la (s, —8,-n)-asima
linea di B'. Risulta quindi che B, a meno di una potenza di -1, &
eguale a

TR
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determinante quest’ultimo di ordine 44, — 8§y —7n: in esso mancano le
linee che avrebbero inizio rispettivamente con (;:iil), ( slﬂ’), (s:ilsl) :

Se in luogo di considerare il prospetto [2] ne consideriamo un
altro nel quale la prime linea & formate da una suceessione di tet-

mini slternativamente eguali a d, o —dy, o seconda linea dal termini

di una progressione di somme di primo ordine o di ragione dy; la
torza dai termini di una progressione di somme di secondo ordine o
di ragione ds, ece., U'(n+1)-esima lines dai termini di una progressione di
somme di ordine » o di ragione d,,, otteniamo gli stessi risultati
soltanto in luogo di d"** compare il prodotto dyds..... duss-

Se in luogo di prenderc = +1 colonne consecufive o no, qualunque
sia il prospetto, prendiamo n +1 trasversalé parallele, consecutive o no,
purchd intersecanti tutte le linee, abbiamo analoghe espressioni dei
determinanti che si possono formare per colonne colle trasversali stesse,

9. - Nella progressione di somme (1] ricordando che
8 H (L p 8 {n}
o= (—--1)3 (U)aa + (——1)”* (l)a{) + o (-——- 1_)””(%)&0
abbiamo che la successione contenutas in essa

vivery Ggry Gopery Gy Cnriry Gnazny oeor

dove m & un numero intero qualsiasi (per posto di un termine in essa
intendiamo il coofficionte di #); per » parl & una progressione aritmetica
di ordine n e i ragione (—1y*»"d, per » dispari, & una progressione di
somme pure di ordine # ¢ di ragione (— Lred.

Por la dimostrazione basta formare la successione delle differenze
prime, seconde, ecc., della progressione data ¢ le successioni dello prime,
seconde, ecc. somme due o due della progressione stesse, tenendo conto
della indicata espressione di «,, ricordendo le proprietd relative all'ad-
dizione termine a tormine di piti progressioni aritmetiche e quelle
rolative alla moltiplicazione terminé a termine di pit progressioni
aritmetiche (*).

(®) Vedi T. Tnxoa, Le progressiont. « Manuale Giusti», Livorno, 1918,
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Abbiamo quindi che considerando il prospetto ottenuto da [2]
prendendo le colonne di posto

ey =20, m—r m, o m e, m+ 9,

il determinante formato da » + 1 colonne consecutive di 0ss0, partendo
de. quelln di posto ¢ nel nuovo prospettto (posto dell’nltimo termine

della colonna nella sua nuove successione), ha per r ari, il valore
: p bari,
; (n+1) (?H-l)
t41 ' s 3
(= 1" gl e g™ | per » digpari il valore, (— IO Gl ) gunt

8. - Se consideriamo la successione

[3] Trei gy a’m-»—:!'!! ] a»a-—«‘l ] a‘m} am+2 ¥ a’m+2-ﬂ) AR
e la successione
vy bgy Doy by, By By, .

formate de numeri interi in progressione. aritmetica di ordine pedi
ragione g, abbiamo (*) che la successione

vt am-mb_g ) a’:vn+2¢'.)__i ' a’m+2bo ! a.:-n-t‘zt){ ! anw-i’bg ?

veeas

& une progressiono aritmetica di ordine np e di ragione

Qn M qﬂ

(1) ""l"i;_“'(‘llj_)n

Ne viene quindi che la successione di determinanti di somme che
otteniamo prendendo successivamente # + 1 colonne consecutive fra
quelle di posto

vy M+ 2h_gy mo Bboy, mo+ 200, m o+ 2b,, m+ Ry, ...

(") Vedi L. TeNoA, Progressioni avitmetiche contenute in wna data progres-
sfone aritmetica, «Periodico di Matematiche», serio 4%, vol. 28 (1948), pag, 112-118,
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nel prospetto [2], partendo da ciascuna colonna, & una progressione
aritmetics della quale & facile calcolare l'ordine o la ragione (1).

Se nel prospetto [2] sopprimiamo v linee o formismo col nuovo
prospetto risultante la successione di determinanti di somme ottenuti
prendendo successivamente n+ 1 -—v colonne consecutive fra quelle
di posto Co :

very b 2b_g, Mk Dby, m+ 2hy, m o+ 2Dy, m+ by, .

partendo da ciascuna colonna, abbiamo pure una progressione aritmetica
delle quale & facile calcolare l'ordine e la ragione ().

Ed altre progressioni aritmetiche di determinanti di somme si
possono ricavare dal prospetto £2).

4. - Dalla progressione aritmetica {3] di ordine m» e di regione
(— 1)* 2" d, ricordando l'espresssione (formola di T. Bernouvrnt) della
comma di % termini comsecutivi di essa (®) in funzione del primo e
dei termini i egual posto di questo nelle successioni delle differenze
prime, seconde, ecc., se indichiamo con 8,, la somma di % termini
consecutivi partendo dali’h-esimo, per le proprietd delle progressioni
aritmetiche che si ottengono addizionando o moltiplicando termine a ter-
mine pitt progressione aritmetiche date (%) abbiamo che la snccessione

{4] raree S(lqﬁ),(bo--b*l) ' S(!?oﬂl.(brbo) ) S(blﬂ),{bg—bj) y e

& nna progressione aritmetica di ordine (2 + 1)p —1 e di ragione

1y Q'MM I g7+
S P (Lﬂ)ﬂn aq

Ne viene quindi che se dal prospetto [2] ricaviamo un altro
prospetto le cui colonne sono formate per somme colle colonne del
prospetto (2}, come per somme si ricava la [4] dalla {1], abbiamo che
la successione di determinanti di doppie somine che otteniamo da
questo nuovo prospetto prendendo sucoessivamente « + 1 colonne con-
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4

secutive, & portire da ciascuna colonna, & una progressione aritmetica
della quale & facile calcolare l'ordine e la ragione (*).

Cosl, se sopprimiamo nel prospetto [2] » linee e formiamo nel
modo sopra indicato un nuovo prospetto, abbiamo che la successione
di determinenti di doppie somine che otteniamo da esso prendendo
successivamente n + 1 —wv colonne consceutive g partire da ciascuna
colonna & una progressione aritmetica declla quale & facile caleolare
l'ordine e la ragione (*). :

Iid altre progressioni aritmetiche di determinanti di doppie somme
si possono trovare dedotte dal prospetto {2].

Se in Juogo di considerare il prospetto [2] partiamo da un aliro
nel quale la prima linea & formata da une successione di termini
alternativamente oeguali & 4, ¢ —d,, la seconda linea dai termini di
una progressione di somme di primo ordine e di ragione d,, ece.,
V(n+1)-esime linea dai termini di una progressione di ordine n e
di ragione d,,, si ottengono gli stessi visultati che si hanno in questo
n. 4 e nel n. 3, soltanto in luogo delle potenze di d nelle ragioni delle
progressioni di determinanti, comparirebbero i prodotti delle ragioni
delle progressioni che si considerano.

Se nel prospetto [2] o in quelle a cui sopra abbiamo accennato in
luogo di prondere colonne prendiamo trasversali parallele degli stessi
posti (intendendo per posto di una trasversale tracciata per il termine d,
il numero s) intersecanti o no tutte le lineo, 1 risultati frovati conti-
nuano a sussistere.

b. ~ Abbiamo anche progressioni di somme date da successioni
di determinanti di somme ricavate dal prospetto [2].

Ad esempio, se consideriano il prospetto dato de (2] soppri-
mendo la linea di posto n— v+ 1, per v pari ¢ n dispari, abbiaimo che
la successione di determinanti di somme che otteniamo prendendo in
questo successivamente n coloune comsecutive, partendo da ciascuna
¢olonna, & una progressione di somme di ordine » o di ragione 4.

Se inveco nel prospetto [2] sopprimiamo la linea di posto n -~ 1,
per ¢ pari e n# dispari, e prendismno le colonne di posto

ey M= 20, m— W Mo, mE 20, L
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dove m @ intero qualsiasi ed » & dispari e consideriamo nel nuovo
prospoetto la succcssione di determinanti di somme che otteniamo
prendendo successivamente n colonne consecutive, partendo da ciascuna
colonna, ebbiamo una progressione di somme di ordine v e di ragione
(— Ly () a -

Ed altre progressioni di somme di determinanti di somme si
possono ricavare dal prospetto [2]. Crediamo ormei inutile insistere
sulla questione.

6. — Se in luogo di considerare 3l prospetto [2] si considers il

seguente:
ceves Glp Gy (g By By eers
e oy Gy g @y fg ...
, r.L,,‘_g a,,ml' a',,,.a',,,;l .a,'m
dove ..... Gy, Gyy Gy, Gy Ggy ..... ® UD& progressioni di somme di

ordine n e di ragione d, si hanno analoghe propriets, evitando le-tra-
gversali che contengono elementi egueli,






