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PONT!FICIA
ACADEMIA
SCIENTIARVM

LA TEORIA INVARIA.NT.IVA DEL SISTEMA DIFFE-
RENZIALE FORMATO DA DUE EQUAZIONI LINEARI
DI ORDINE QUALUNQUE '

Nora prima

ARMANDO CHIELLINI

SvasARIVM. — Nune primom determinatuy completum systema invaviantium

diffeventialivm, guod attinet ad systema difforentiale Jineare, constans ex duabus

" acquationibus ordinis 7. Hane autem delorminationsun: Auctm ostendit fieri posse

per simplicem indelerminatorum coéfficentinm processum, antea posita gquadam
reduecta eiusdem systematis forma. :

1. — Consideriamo il sistems differenzinle lineare

i i b2
AY®W L BZ® + 5, (D PR YO 4 3, () QuZ =0
1 i

{1] T k]
CY™ 4 DZM + 3y (1) Pa YO + 3, (1) QuZ2 =0
¥ 1 v

sotto U'ipotesi che il determinante ©(x)=AD — BC non sia identica-
mente nullo. In due miei precedentl lavori trattai degli invarianti
differenziali relativi ad un sistema di due equazioni diffsrenziali lineari
del secondo ordine (*); mi propongo ora di svolgere una ricerca ana-

(*) Nota presentate dall’Accademice Pontificio 8. B, Ugo Amealdi 1’11 no-
vembroe 1948,

4y CmmLrIRg: Sugli invarianti del sisteme differenziale formate de due equa-
wioni Uneart ed omogenee del secondo ordine. « Rendiconti Seminario Facoltd di
Scienze ai Cagliari», Vol. 10, fasc. 4, 1940; Ancora sugli invarianii del sistema
formato da due equazions cla/,f'ermmala dcl .seconclo ordine ¢ st classi di gistemi ridu-
cibili a coefficienti coslanti, « Pontificin Academia bc1enbm1um, Commentztbxones »
Vol. VI, n, 10, anno VI, 1942, :

17  Acta, vol. X11,



"_loga,' per i caso genera,le d1 nn mdme R qualunquo, per mostrare la
"'1111,1111& analogia di fele ricerca con quella relativa alle equazioni
hneun _

I! Wrrczynskr {*), come gid feci osservare brevemente nei due
precitati lavori, stabilisce un effettivo sistema completo di invarianti
lineari, per il caso 7 :==%2, mediante un procedimento quanto mai la-
borioso e pervenendo ad invarianti assai pih complicati di quell: da
noi ottenuti.

2. ~ Sotto Vipotesi che i1 determinante Q(z)=AD ~BC non
sia identicamente nullo, potremo sempre scrivere il sistema [1] sotto
la forma esplicita

13 ki3
O 13, ()P YO0+ 30 () g 20 =0
[2} L 1
Al W R it
2 4 52 (D) pa Yo + 5 (1) g0 =0,

dove 1 coefficientl pi= pa(®), go= ¢un(®) sono fanzioni della @, de-
rivabili quanto oceorre. Mediante il cambiamento di funzione incognita

Y(@)=%() y(x) , Zz)=ypx) 2(z)

& sempre possibile, mediante operazioni di sola derivazione e sostita-
tuzione, ridurei al caso in cui sia pu__gu__() basters prondere A e p.
SOddle&GGn‘Ll alle condizioni

. no., = n
P11='"):-()\ + pur)=0 ‘121“"’-;("*‘?2!5’)"—
clod

' -—/;pud-.u —fqen da
A == e’

3 th=¢e

(%) V\Tn.ch’».sm Projective differential geomelry of curves and ruled sm‘faces,
Toubner- szsm, 1906, Cap. IV. :
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Potremo quindi senz’altro partire. dalla: cosl detta forma ridotia

Yoo g - 3 (Z)Pi% e !‘ Pm_._Y .
s (T) Quo Z" 1 4 (g) Qe LB b 4 i L= 0
(8] ‘ '
VALI (’f)_p“Y(”““+ (Z)pw V=2 g+ pey, Y
+ " g (n) o AT .:. Qo 7 e ()

ed eseguire su di cssa il cambl&mento di, funzioni e di variabile
doﬁmto da

Y=uy y Zm'otfd:; £mq>(w)'(1)

Comincinmo ad eseguire da prima il cambiamento delle funzioni
incognite e, per semplicith e brevitd di serittura, ci. riferiremo alla sola
prima equazione; sostituendo e raccogliendo opportunamente risulta,

my(n) +(’i11") j('n—i) - ( )(0! 4 j}lzo,)J(fz—E)_' L .
)= () (7)ot (3} 10

(1} Peniamo presente che tali trasformazioni formano un gmppo coanuo,
infinito, nel senso di Lie ¢ che & il pit ampio gruppe di tmsfonna?lom punt.uall
che lascl invariata Ja forma del sistema lineare. : ER

b opportuno poi, alio scopo di poter eseguire i necessari conﬁonm o vedero
in cié che il easo generale differisce da quollo di % == 2, riportare i risultati principali
ottenuti nei miei precitati Invori, ritraseritti con le notazioni generali adottato,
nol presente; il sistema complato di invarianti per n==2 & dato da :

1 2) .
V=g, s = pgy
5§ = g1g — 'y 55 == Doy — Play
5-1 =2q;¢"y —3(0'y* — 4(1?1 Pyo 3&2) = 8P Py — B0y - ADgy G

al qualo sistema si aggiunge Pinvariante di peso 2

e P Qe , .
nel caso che sia nullo g,; © pyy. Se pol tanto gy, che by, sono nulli, siha Paltro
sistemny di invarianti

{ : 2y
2)-—%3 3.(9)-—1922

5§ = 4415 "1 — Blg'e) — 16451y 5G7 == 4 Pga — B (1) 16 P gy
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. : ¥
S camblamo ora vamabﬂe ponendo ¢
B ..'formula, dello SeFnéMILon

d’m % mﬁv dh’
da™ T Tkt dEv

= o(x). Se teniamo presente la nota

dove le A, sono funzioni del tipo £, (5, £", .., £+, di peso n, se
facciamo la convenzione di atiribuire a £ e (§)? lo stesso peso p

Eseguendo la sostituzione ed ordinando risulta

o A‘m; d”?f + } CCA‘?I,:H-—L +ﬂ‘xi—.A-51—i:ﬂ_i I d"”iJ
k! dEr (n —1)! qemi
U!.A-”,ﬂmg + ﬂ,fx" A,;;.«.i,ﬂ-.z + (;) (01” o+ Piz OI.) Aﬂmz,q;_g dn-—-—z y
. + . (n_2)! d»-,,_,z
) +na A‘ﬂ—ui,ﬂwl d"tg +
ee -Qii (n"'—l)! dEﬂ_i

Ry % Ay s + (:) R +quee) A s Jd72
+ d i?lmZ +

(n— 21

o analogamente per Valtra equazione,

Potremo scrivere simbolicamente il risultato complessivo della

tragformazione nella maniera seguenie

o .
SN 351 (1 SENNICR S R B ;
nl dE» (n— Rh)! dg*

%h i z"( ) T N C R g a2

(n -~ h)'

ol
rho d'e FUF 5] Ao 2} z A
n ! dE?: . ) (n . h) 1 d aoz—.le.

d g'al—h

%h En( ) Hioy :L—-?L(U + qa) dn-»h 2
-+

(n—nh)!

d;’.’n«-h‘
g

=0

=0,
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purchd si facciano lo convenzioni ©

. . o
ol = o, ot ey g 07D (a_- +-p1>0m o, .Pi(): 0 . p{h;::pih y =g (])
& o
(atge)’ ==, =0, ¢"=0qm, m'=pn
Affinche il sistema trasformato assuma la forma ridotta, dovremo

ﬂ—-i.

annullare il coefficiente di TE { nella prlma equazmne e quello di
I'J?—

dr,ﬂ_: nella seconda, il che porta alla’equazione di condl/lone
""'An,ozw:l e Aﬂ'-—i,ﬂwl =2 0

o anche, tenendo presenti le c-spmssmm di A,,, wet € Ag e date
nella nota (%), a,ll’alha, '

[4] . ‘—:_ DRl I

1) Le [3;] del testo estendono, sulla maniera pitt semplice possibile ad wn
sistema di due equazioni differensziali di orvdine = la formula eumlnga da noi sta-
Lilita per il caso di una sola equazione lineare (vedi Cmmirani: Swila effeltiva
riduzione di un'equasione differenziale linewre ed omogenea alla fm ma ridotia di
Laguerre-Forsylh, < Rendie. Sem. Facolth di Selenze di CagHari», Vol, VIII,
- fase. 1, 1988),

(*) Mediante un procedimento ricorrente consigliato dal Wireuynsxs (loe. eil.,
pag. 19 o segg.) o da lui applicato nel easo di k=1, =2, otteniamo pey i
primi valovi dell’indice, s seguenti espressioni, che, come si vede, vanno rapi-
damente complicandosi, ma che credismo utile riportare perchd non ancora ocal-
colate o perché sono necessarie nello svolgimento dei calcoli effottivi:

Ay =R, A =l AL e (e —1)! ("‘) G
By = = D1{(5) @ 4 8{ ) e
A, iy = (0 — 8} 'f( ) Eov (E)na 4 10(") EEN(Em—t 4 15(:}’) {2y (E’}ﬂm{i}
A g = (1= 4)] {( )" (B)m—5 4 5(71)[ BV ET 4 Q(ET)R] (&)n=0 4
+ 105 ()52 () 4105 () (5 s )
A‘H,’d-—-a = {n-—5)! {( ) Evi(Bn—"t .t 7(”) IBEVEY 4 BEIVE|(E-T 4
703 B8 ()2 4 452 60 4 1260 () B2 1o .
+ 946 (17:]) 1Eye (E’)‘Jv—-i()}
A,y g = (10— G) I{(“) gy 4 7(”‘) [dgvigs, |-8c,\’ B (V) (£ 4
+14 (,) (27E¥ (57) 4 90 £iv 57 5 20 (2] (2')*=9 + 6300 (w) (B (B2 (£ a0 .
+ 17325 (f;) EUE AL 4 10 390(1";) (g"p (g’)u—xz} .
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2 Se allora: dividiamo entrambe le equazioni del sistema tra-

SR R . . Y S ‘
. sformato pet il loro primo coefliciente _;z_;l’izg_(g')ﬂ ed indichiamo i

" nmovi coefficienti delle equnzioni stesse con
n n 1<
(;c) Pfk 1 (.?c) va (‘ - 1: ‘-)‘)

avremo, per i primi valori dell’indice

1 {n—2 E”’ (1) (n—B8) (E"Y’ ‘o é " ]
Pi2“_ (E,f}g 8 EJ 4 (H) 'I'(?l'_' )'&_E "; |'_'P12(
1 {n-3 V. (-3 (D E B (n—B) (n—4) (n——5\("“ 3
i B S B A 7)
Z{?ff 3(n~3) (n4) (E\* & B(n—8) o" &'
M g’) T YT
3 n_‘_a " 1 1 .
+ g 5 ) Piz %‘ + ‘%‘" "5‘.3133_2_%' +‘??13§
.
1
Qli:? qi1
E.',l t
Qte‘“‘“(a)z (ﬂm‘z)q‘u—gf* +2 -i— Qay + q12§
1 £ 3(n—38) (n—4 Erye al B
Qmmfzﬂ’)’ﬁ i(n”’“a) Q’u‘z‘? ‘”‘g“"‘.‘—/}(” ) s('é?) +3(?7f—3)(1u‘;‘€? +
3 __3 " i 1
+"'(—?12‘ “)(Im 3:;." "‘SQ’u'ﬂ— 1‘3(Iui+§hs
G
1 E ff!a”
QM:W (2 él:}(hi = + 2(n—4) (n—b) q,, T E,
A _ _f 1Y LB i
Lo 4)(?%25}(?1 6) q“(%) b dn—4) s, _E +9(n— 4)%2
Y — e nEn
+ 3(n-4) (n— 5)q“ (& +_3_(__7_1“m Tis E +6(n——4)q“16—,+
14 2 g PR
+6(n—4} qis %‘EET +2_(”"4}‘1£32-: +4‘1u_— FG(hz—* + 49’11 = + Qsaf .




" Introduciamo a questo punto la cosi detta funzione trasformatrice

,E
Er
da cul anche, per la [4]
o . 7 —1
PRI

En E‘m alv

=0, FE=mata®, =04 8mn w0t
5 S [

o -1 o a1l (a1

T T Ty
el B L ey

o -_ 2 1 4: Ty B MR

da cui sostituendo melle espressioni precedenti, dopo calcoli un po’
laboriosi, ma privi di ogni difficoltd, risulta

P 1 | —2m+1)n"+(n+1)a®+12p,, |
19 ==

TE 12 j

5] P e 1 !~(n+1)'n”+3('n+1)'nn'——(72-{-1.)‘n'~‘m12pmn+41313
18 = TPy
&) , 4

------------------------------------

. 1
Qiem(?)g Yquan + Zint

[6] '
_ 1 (=243 s '+ (049) e 1* ~ 129000 + L
@y 4

Qi 1 ;-2(?1»12)@m”+2(¢n+11)m1'n'n’-(3?1-?15)911'n3-2(?a-f-5)qm'n’-?-(?1-4-23)m2'n2~12_f1um+9q14i
. 20" 1 og g tag, \
€y - 2

..............................................

Qr!.3
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o formnls ‘analoghe ‘si-avrebbero per i coofficienti della seconda equa-
" zione, scambiando la lettera p con laletiera ¢ e il primo indice 1 con
Findice 2.

4. — Stabilite cosi le formule [B} e [6], per poter risolvere la
questione proposteci e ciod quella di determinare mn sistema com-
pleto di invarianti, facciamo le seguenti consideragioni: '

Poich® ogni equazione del sistcma ridotio contiene 2n—1 coef-
ficienti, avremo in totale 2(2n 1) coefficienti e quindi per poter
stabilire una teoria invariantiva completa dovremo determinare al-
trettanti 2(2n —1) invarianti differenziali linearl.

Un semplice esame delle [B], riguardanti i coeflicienti P,, della
prima equazione (¢ delle analoghe rignardanti i coefficientl Qi della
- seconda) ei fa vedere che se ne possono immediatamente ottenere 2{n—1),
ossorvando che tali relazioni coincidono perfettamente con quelle che
si hanno per la determinazione di un sistoma completo di invarianti,
relativi alle equazioni lineari di una sola funzione incognita (*), & d’altra
- parte, ¢ naturale che cosi avvenga, se solo teniamo presente la natura
delle equazioni costituenti il nostro sistema differenziale; infatti in
ognuna di tali equazioni il complesso dei termini in y & del tutto in-
dipendente da quello dei termini in ¢z, a causa della linearitd delle
oquazioni stesse, cosi che sard possibile scindere la ricerca degli in-
varianti in due parti: quella riguardante i coefficienti in y e quella
riguardante i coefficienti in z D'altra parte i termini in y della prima
equazione (e quelli in z della seconda) formano wna ordinaria equa-
zione differenziale lineare di ordine u.

Ne consegue che gli invarianti relativi a questi coefficienti si ot
terranno senw’altro da quelli delle equazioni lineari.

- Per ragioni di omogeneifd e di economia di simboli, indiche-
remo gquesta volta con la sola lettera 0%, affetta da un indice,
tall invarianti e quindi potremo senz'altro scrivere il primo gruppo

{4 Confronta per os., il nostro lavoro citato a pag, 199, note (*).




AGTA . o bor

1 2(n-1) invarianti

gib 3
3 m}?n - ~§- 2312

I (5n+7)
00 = p, — 2, + B P~ Bn+ly ;

(1] 5, 15 B, 10(Tn+13)
' Gl(ag)zljla"'cjpm i Pl P;z _(n+1_ Py 05

. 108 .
g1 = 60 [0 — 700" — s e [0

] 6 i
0P == gy, — 2 gy + T B(n+l) 05 .

L] @ b . 16, B, 10(n+18)
U=t~ B Qg + Tl 7l T e o

. o8 108 .
0(2) 6 02 (42" — [oéq],z,_ — 0 [eRE O

~ Rimangono da determinare aucora 27 invarianti lineari, che
indicheremo con la lettora 3, anche questa volta affetta da un in-
dice, e a uesto scopo cominciamo con l'osservazione che lo [6] ci
fanno subito vedere come g, (e analogamente Po{) gia un invariante
relativo di peso 1, cosi che potremo scrivere

(1) 9 __. )
IPe=gy ,  IP=py ;

(*) WILCZYNSKI: loc. ¢if. ; MonraLDO: La determinazione effettiva degli inva-
plantt differensiali lineart dz wilequazione differenziale Lineare. dell'ordine n,
« Rend, SBemin, Facoltd {i Selenze di Cagliari», Vol. VIII, fasc. 4, 1988,
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Se “pol .c_zi_"_i_\'f'i&.r'nb la pfﬁm delle {6] rispetto alla 2 risulta

dQ £ 1 1 ,
cl;l U= — EhH Qutw u=g (—qu+q'4)
d 1 . - '
cio é ?:“ =y (—gun+qy), da cui segue senz'altro, per la seconda
delle [6]

_ aQ,,

1 ,
Qe WZW@”MQ“) .

. 81 ottienoe cosi una seconda coppin di invarianti di peso 2:
De g d I = Py
W=l 0y Y= P Py

e rimangono da determinare n--2 coppie di invarianti, relativi ai
coefficienti Py e Qg, il che otterremo, come si & gid accennato In
" prineipio, mediande un procedimento di coefficienti indeterminati del
tutto snalogo a quello consigliato dalio ScmiesinaEr (') per le equa-
zioni differenziali lineari in una funzione incognita e¢ gih da me ap-
plicato ai sistemi lineari, per il caso di n=2; tale procedimento,
oltre al vantaggio di richiedere calcoli un po’ laborlom, ma di nes-
suna difficolts concottuale, presents l'altro di dimostrarei contempo-
vaneamente la offettiva esistenza di un sistema completo di invarianti.

Perd, prima di procedere a questa ricerca & necessario premet-
tero una opportuna semplificazione delle [6] stesse, per poter ottenere
lo scopo (*).

Introdneiamo i rapporti

Q11

{4} Confronta Scnnesinani: Hardbuch der Theorie der linearen Differentialgled-
. chungen. Band II, Theil I, §181 o segg. Toubner, Lipsia.

{?) Por semplicith di caleoli ¢l riferiremo esclusivamente ai coefficienti g4y,
chd, analogamente si potrebbe procedore con i py,; solo nel risuliato finale sori-
veremo le formule per entrambe le equazioni. '




Acwa - T 00

ed allora, 4 partive dalla seconds equazione, le [6] divengono

— 1 -
Qup= kg Yn+ Qo

- 1 7 -k ‘8 n+d
Q;amEW3~( 5 )’”J"' R ”‘3‘112"1 ey
8] 3
Q“m- (;) ’ n+2q" + (fln +11)aqn" Qgi}?z (D) Guon"+
, n4-23 - ‘(I)

_“’2‘—912 R TP H]m;

............ L T T T T T SO

4

alle quali & necessario aggregare un’altra relazione, che si oftiene
nella maniera seguente: deriviamo logallmmcamente rispetto alla a,
la. prima delle [6] e si obtiene

AlogQu 1 ydlog gy

dt T & da

— dlog Q _ dioge
R = m#.,,kﬂglrw.-ﬂ,. y Py == U,aili%

segue l'ulteriove rolazione cercata
. = 1 .
{84] Ry = T (—a+7u)

Cio fatto, per deferminare un primo nuovo invariante, conside-
riamo le altre relazioni

o= e % - .ﬂ’ 1+ 732 o 6‘;’1 N 5:’195
=

1 ? 9 - —r
T =l T+l

= = 1 o - _ I
RuQm:EET)"E%ﬂ"“"Qm'ﬁ“?'u'ﬂ+?’ufligf 3

(') Tale semplificazione, oltre al vantaggio di abbassars di un’unitd espo-
nente del modulo di trasformazions (E) e quindi di condarei a caleoli pit semplici,
presenta guello di far sparire esplicitamente g, co'si oha le [B] acquistano un
aspetto assai analogo a quollo delle . -
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“dopo di che, indicando con ‘A,B,C,D,E dei coefficienti numerici, per
~ora del tutto arbitrarii, calcolismoei l'espressione:

d dR = = R
T=Qu+A E%‘" B d;‘+0R“Q“+DRT;+]&Q§2;

avremo senzaliro

J(E) = }2'[}”( ) (73!3 + AL B)n +
)
7 +9 N . L N
T-IA +B+C+D+E)n? — (A+C12E 48} g0 -~ (B+C42D )7y, 4 i
e vediamo se & possibile di determinare 1 coefficienti, in guisa che
si abbia
a4Bs M2, A+B+OID T 220, A+C42T8=0, B+042D =0,

Bseguendo i calcoli otteniamo

A.—_?E_Aiﬂ?,, B:»-—?%E‘, 0_“3:;;‘2, D=E=0

ed allora dalle {9] si deduce che l’espressione
| p 49 n—3 -3
T3 ‘4”‘912 vy = Fygt 7w iz

& un invariante relativo di peso 2. Introducendo in questa le [7] ed
eseguendo i caleoli segue che

n+9 w43 n—3 # n—3 '
9 = qu g — i fu Tt 9 711 Qo — g el g oty

& un nuovo invariante relativo di peso 4; analogamente pol avremo
Valtro invariante di peso 4

a® 04 ) n+5 ne-8_ , w3,
~ 4=2?21sz3'“"“@*“‘]321 Peed TP 2t Pag ——4'_"‘“13211?21"'—‘4"‘ (P)* -

Procedendo in maniera analoga potremo trovarci un’altra coppia
di invarianti, riguard&nti_ i coefficienti Q4 © Poy o cosi dl seguito,
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6. — Ottenuti cosi 1 varii invarianti relativi ai coefficienti Q, e
Pyx, ¢ da fare un’osservazione che ci semplifics, per il caso di nz=3,
notevolmente il ealcolo dgli invarianti 0; infatti per ottencre un
sistema completo relativo ai coeflicienti P, ¢ Qi (com’d ben noto
dalla teoria delle equazioni lineari) dobbiamo aggiungere agli inva-
rvianti lineari 05, 09, ... 8, che sono in numero di 2(n—2) altri due
invarianti di peso 8 (non pit lineari) o clod le cosl dette quadiide-
rivate 0§} di 0§, ottendosi cosi appunto i 2(n—1) invarianti necessari.

Pero nel caso dei sistemi, non appena n & maggiore di 2, pos-.
siamo sostituire alle quadriderivate di 0§ quelle di 39 ==q, sP= Par,
che, essendo invarianti di peso 1, daranno luogo a quadriderivate di
4peso 4, invece che di peso 8. Infatti, ricordando il risultato fonda-
mentale di Forsyra, relativo alla quadriderivata 8,,; di un invariante 8, :

l&m

Gm,i = 2m Gm an (2'773 + l) (Om) e Pz jmg

che risulta di peso 2(m+1), otterremo senz’altro i due nuovi inva-
vianti di peso 4

. 12 2 12 !
Oif}=2f1119£; 3(!111)2";;;;1"@2&'3“ 05,%m213211325 (P2 *‘“h—{lqz‘ap (.‘)

che converrs sostituire aghi altvi 0§}
7. OsservazioNe. ~ I1 procedimento tenuto cade evidentemento
in difetto, se g;, si annulla; me in tal caso le {6] diventano
1
Qee== €y Tie
Quo= }— B + qus
13——(5,)3 ; 12 iz

C

428
—(n+B)quan’ +“'_‘-‘Q'H" “’“6913"14 s

(") Questi invarianti sono quelli da noi ottenuii divettamente [vedi nota (¥,
pn,g 201] nella vicerca degli invarianti fllﬁ'e;en&mh velativi .ad un sistems di
2 equuzmm lineari del 2° ordine.
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- ed-allora:si procederd con gy, e Q¢ (*) come, nel caso precedente, si &
~proceduto con gy e Qy; avremo
dQ-iZ 1 ‘3
dE H\J Qe kg 1"%
da cul senz’alivo, Vinvariante relativo di peso 3
: . I3

3
= gy g T *)

Dopo di che si introdurrebbero le espressioni

de cul

e 1 rapporti

1&
per mezzo dei quali otferremmo lo espressioni

1
Q =——' — 87 |'q_(3£

+238
('n'}' 5) +‘Td"'—2——'—‘ n ""()qi‘.; n ok gil

Qe Lt
b= e

dopo si procederebbe in maniera del tutto analoga al caso generale.
Si troverebbe per esempio che ‘

5o (n+23) _, _ n—13 _, . n+ld - .

Q14 6 Y1 i et g el

{*) Risulta che ¢4, in questo case & un invariante di peso due.
(%) In generale, se {"osse quy == g == o =Gy g T 0, Ql,.’c—l:i:O si avrebbe

I'invariante 3% =y — —2_ ¢r1. 18 poi quasi superfluo osservare che se

711 =0y 4550 ci eerviremmo Ai g4, pex stabilive la quadriderivata 0“ di peso sol.

Se invece anche fosse zero, pofremmo servirel, a questo scopo mdxﬁemnte_
12 y T q ’

monte di gy o di 8; {cho la quadriderivate risultorebbe ngualmente di peso 8),
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visulta un invariante relativo di peso due e che sostituendo ai rapporii
712, G1ay G 10 loro espressioni, si avrebbe un invariante relative di
peso quattro per ¢, e cosi di seguito. Ma non crediamo necessario
dilungarci ulteriormente su di cid.

8. — Stabilita nel numeri precedenti la maniera di obtenere un
sistema di invarianti relativi, dimostriamo, anche per i sistemi, il
cost detto Teorema di chiusura o Teorema di Laguerre-Fovsyth :

Dati gli invarianti

0w, 005 20, o
come funzioni arbitravie delle x ¢ le due quadriderivate del primo dei
G0 (i==1,2) diverso da zero, restano completamente determinati i coef-
Jficienti del sistema differenziale [8).

Infatti dagli invarianti S% otteniamo seuz’altro, per via ricor
rente, i gy, Po ¢ dalle due quadriderivate di 3¢9 1 due coefficienti pyg, gos,
dopo di che, sempre per via ricorrente, dagli invarianti 60, avremo
i P o Qo ‘

Se ne deduce cle il sistems di invarianti da noi ottenuto costi-
tuisce un sistema fondamentale; da esso potremo allora ottenere im-
mediatamente il corrispondente sistema fondamentale di nvarianti
assoluté, ponendo per esempio

}ci}m”“?“'(';“)‘“j‘ R - RS,
i e

In una prossima nota vedremo come si possano utilmente sfruttare
ghi invarianti lineari, da noi costruifi, per lo studio dell'integrazione
dei sistemi differenziali lineari,

(t) Se il primo dei =¥ diverso da zero fosse 3 considereremo i rapporti
)k Iz Pl
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