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LA TEORIA INVARIANTIVA DEL SISTEMA DIFFR-
RENZIALE FORMATO DA DUE EQUAZIONI LINEARI '
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1 SISTEMI RIDUCIBILI A CORFFICIENTI O@S’.’LANTI ]

Nova SHCONDA

ARMANDO CHIELLINI

SvmMaRIVM, — la quae in olin eiusdem nowinis dissertatione conclusib,
Auctor adhibet ad investipanda systemata non redueibilia, quornm coéfficientia
sint constantia. Perpendit deinceps Fuchsinna systemata et pseudosystemata
Primae spsciel, et, posito n==8, de eo, quem excoptum vocant casum, disserit,
cuing goometricam dat interpretationam,

1. - Considerato un sistema lineare di forma ridotia

YOk Pra T b b Py GaETY b gt L g = O
e Hi'uy‘““‘“ +2322y(ﬂ-—2} b b Dol F G2 2PN 4 2= 0 ,

osservisano che, se fosse a coefficienti costanti, tanto 1 suoi invarisnti
relativi che assoluti risulterebbero costanti; allora, dato il significato.
di invariante assoluto, possiamo senz’altro enuncipre il Trormma: Con-
dizione necessaric. ¢ sufficiente affinche un sistema lineare, di forma -
dotta, sie riducibile ad uno a coefficienti costanti, & che © suoi invarianti
assoluté risultino costanti.

Osserviamo subito a questo proposito (analogamente a quanto si
& osservato altrove per le equazioni lineari) che limportanza pratica
di questo teorema, a prima vista, & assai relativa, in quanto che per

(*) Notn presentata dall’Accademice Pontificio 8,1, Uge Amaldi I'11 no-
vembre 1848,
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_1'111_'-"_(11'1&11'1'15.'(1'110 sistema differenziale, i1 verificare se effettivamente tubti

i suoi. invarianti assoluti risultano costanti, & praticamente impossibile,
data Venorme complicazione doi calcoli a cui andremmo incontro, senza
~ parlare poi del fatto che la forma esplicita degli invarianti stessi an-
drebbe di volta in volta calcolata.

‘Pord tale teorema si presLa, egualmente a darci un risultato di
importenzs pratica effettiva, perchd ci permette di stabilive quella so-
stituzione che (indipendentemente dalla preventiva conoscenza della
possibilith) attua la trasformazione del sistema dafo in un altro o
coefficienti costanti, so tale trasformazione & possibile (ciod se siamo
nelle condizioni richieste dal precedente toorema).

2. - A questo scopo infatfi comincimino con I'osservare che se gli
invarianti assolufi sono costanti, ciod se si ha
' L(4) 1. .
I =k, , Jm=ny; (¥, b costt)
derivando logaritmicamente segue
o (hyyr @y )
ey 1wty

- =0 SIS

0@ ) ] d
O?Jl 3 3??3 9 !

da cui ' '
Wiy ety oy
mOy w9y o

Cid premesso, riprendiamo le formule stabilite nella nota prima,
relative al sistema trasformato

Py b {210 ok D0+ (24
RETEY 19
j)- 1 } (n;l)nrr+3(n+l)nnm(n+1)n ““12}3190+4p13}
- 13 TTERG
> ' 4
Quy — “""ET"' 14

Que W. ‘(‘ET)‘E b= qun + Qe

1 (—~(n+3 , n+9
Qup = ”(E;)g JT‘*)‘ Qun + ' du -’i — Bqs0 s

....................... P L
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o lo analoghe ‘per: Py,  Qu, ed" imponiamo *la::condizione che i coeffi-
-cienti * P, --.Q'--'risu].tino_'-cos't;d,nti,-:_cioé- che:leloro  derivate siano nulle.
Otiberremo in tal maniers 2(2n —1) equazioni-differenziali nella qualith =,
le quali devranno essere ra; loro compamblh, andremo. quindi a sta-
bilire tale compatibilitd.

A questo scopo cominciamo: con l’ossorva,re cho i coefficionti Iy, Qu
sono dati dalle stesse espressioni (sa,lvo b(..[Ll]lb][Ll‘O Pu cOL 7o) le qualli,
8 loro volta, coincidono come sj & osservato - al n, 4 del lavoro pro-
cedonte, con quelle che si ottengono nel “caso " delle equasioni : lineari
in una sola funzione incognita e quindi la compatibilitd delle condizioni
relative ad essi & gid smm verlﬁca,ta, &.su0 Lempo (1), ottenendosi le
relazioni ‘ _ _ _

: :-I_GE"’.]. et iﬁm e
:E@E@mw"'h‘__ 91()5;) R

Resterd quindi da verificare la compatibilith delle equazioni in =,
che si ottengono (iorlmndo Qup 0 P,m, comllu,m,ndo & deuvme le COPI)IG
di coefficienti : '

(Q;:H.i - ll) ((u:e; P22): e

od imponendo la condizione uhe La,h dcrwato 1lsultmo nulle ottenlu.mo

lo coppm di condizieni in n.

- Ny A (]lii:" 0
{a] ’ = Pay + Py == 0

L T R T

/T "_1' + 2q53n° — ¢4 = 2qipnt Q’w=0

(0] TN e a0 2Pyt — Py n gy P00

L LI T T T T TR

e imponiamo 1& condmon(, oh(, tah oquwlom nsu]tmo 5 tm 1010 com-
patibili, ‘ '

(*} Vedi lavoro citato & nota b della memoria pmcedenm o ciod : CHIBLLINI:
Sulla effeitiva ridusione di -un equaraona dz/]‘crc?z/m!c tincare ed omogenea alla
forma vidolta di ergum*m Forsy, Jﬂl. « Rend I‘zu,olta, dI Scwnze d1 Caglmn »
“vol, VIIL, 1938. 3 Gt ST
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"I'-'_-.-:';-'Com_inc';eremo -a,-stabilire 1a compatibilith delle (a) tra di loro,
- poi_'della, prima delle [¢] con la prima delle [b] o della seconda delle [«]

- ."___'coni'la seconda-delle [b] e cosl di seguito.

" “Dalle a] eliminando #, si ottiene Qu P gioh sengaltro
: - _ Qus Pea
Loy
- TRy !
5&1) 352)

dalla prima, delle {¢] si deduce poi = ::%3—‘«, da cui derivando -
_ : 14

! —qui S (gjii)z
m ¥s4

° sostltuendo nella prima delle (b) dc‘)po somplici riduzioni, si trova

7 2 -
71 g1y (Iu @iz — ¢ 1)
Gy

e Dy o @y @
Kcioé 19]— -—i%mlm_. ¥ mmloga,mente 81 t1 overebbe J:—%w i
I3

Per completare la ricorca, poichd i coefficientl pis, gee si doter-
minano mediante le guadriderivate di gy e ps, dovremo stabilire la
compatibilith per csempio tre la prima delle {a] e Vequazione di con-
dizione che si ottiene 'imponendo la condizione che la derivata di Py,
sia nulla, cioé ln compatibilith delle due equazioni

=0t §au=0
6(n+1)nn —2m+1)n* —24py—2(n+1)a"+12p',=0.
A questo scopo si ricava a dalla prima, si deriva due volte e si

gsostituisce nelia seconda, ot_tenendo lequazione di condizione:

e] 2(n 1)(‘1 “)(‘l“) 12(n+ )(1“) 2(’n+1)q u L2y 5=26p530 =0
LTERAN /T qu

S0 o1 prendw,mo 1’esp1‘ess'io1ie della quadridoriv&t& di i, cloddi 0%,
che & un invariante di peso 4 ed imponiamo la condizione che sia

LA s
.40(1) T

=
otteniamo proprio la [c].
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In tal maniors la ‘questione propostaci resta completamente risolta,
o ciod: Dato un :'qualunque sistemia differenziale lineare di duc equazioni
di ordine n, sotto forma. ridotia, si eseque su di esso lu sostituzione di
funzione incognita ¢ dz m' 'mbz]e, de/' mta da

11’:0:-Y, ?__.a 7 E_m(a,)

Er o {1 e 1) .
con Ty = et (& dove la /'un/rone t?'asfo'rmah'zce 0 (5 data da
Wy
RREE
- 3(1)

0 da uno qualunque alive dei p?'ecedenti rapporti; se il sistema & vidu-
cibile ad uno a coefficienti costanti, la p?*ecedente t?'asfov mcmone ve £o
riduce,

8. - Bsmmpro: cerchiamo le condizioni sotto ‘Te quali il sistema

ot

i ~
ot
Y F

‘8 T b , z
—gY e myta(@) - z=0, & top s A b(m) -y =0

¢ riducibile ad wno a coefficienti costanti,

Bi ha
-1 —3 1 '
Po==m Pu= 2 i Gu=go 8:=0 , qu=a(x)
Poi==0, Pog= i Pu=0(2); Toe= ”‘5{2" P G0

e percid in questo caso si trovano sublto gh invari a,nm (]1ﬂ"erenzmh
che risultanoc. dati da . PSR

{ . S

—9 R

(1 W 1 1

e Bl ;3‘1’:3;?"’ =t o9~ o
— /l o I .

0{(}2) _“J_Ed_ ’ 0{(}.?.)1 _ 4:8 28 ; 3 @ - =0 B;E)W I____T«_z , 95{‘) =+ “j

Pk

(*) In base all’ossorvazione del numero 7 del pfededentu Ia,véro, poichd &

8
Py =0, ci 8 serve di p,, (mvmmnbo di peso.2) o della fonnula :‘r}s)::_p“ p:'gg.
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Allor sglis uwm'm,ntx msolum 11s111t9,110 senzaltro. costanti eccetto

o1 due

s o
15 ST
i3 gi).l‘l ! 19%1)]2
per i quali si trova ,
Jy=97ax® , .  Jy=270x"+1);

affinchd anche quosti risultino eostanti, dovra percid aversi
' A . B

con A, B costanti arbitraric.
Ma procediamo secondo guanto si e debto nel numero precedente;

—1
si ha per la funzione tmq{ormatnce N == —— , da’cul
.-:rl " . N

i

ed eseguondo la trasformazione

-y:—.—l—Y, g — Ly

Begue di nuove che a_(w) e b(as) devono essere della forma (d)

4. — I sistemi del tipo di Fuchs di prima specie.

~In analogia o cid che &8 fatto sia per lo equazionmi differenziali
in una sola funzione incognita, che per i sistemi, nel caso di n= 2,
chiameremo in genemlo sz&temz di lfzrchs di 1 (5_?)(’(‘2(3 i sistemni lineari

del t1po
o 7t
: ay iy " N T,
_y(ﬂ] "ﬂ%h (T::) mh J(ﬂ k) 4 Eh( ) m] 2lk) e ()

200 4. %n(n) on, Jm__;,, n zl] ( ) b‘zI.H(9;~k)__ 0
B BRI @

CON @y, Dy, costanti ‘arbitrarie.
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-Riducendoli ‘alla forma ridotta, mantengono ancora la forma pre-
cedonte o quindi-si trova senz'altro -che- gh invariansi fonda,menmh
assumono la founa, semphmssnnu, '

0(1}____ A—im 0(2) o 132»1 ) ) ]
moTE T BT T ) :
L . : .'L'- [ ) . u
. A : -Z-_(Ar'm: Bim cost )
9(1) N 15)1 . 9(2—) 2).«5 . s .
mo— "alm Mmoo wl

,I,ﬂ’l. :

da cui si deduee che gli invarianti msoluia nbultfmo costuntl ; percid Lah :
sistemi saranno ridueibili a coeflicienti costanti, La funzione trasforma-
trice & in questo caso

y=x2Y, =g 7, E.-.m_logm.'

Se poi teniamo presente che, per 111L0g1u)'e 1 gistemi a coeﬂic;entl
costanti basta porre

Y=oty Bebt, Z=Agrt; bt
(con A, B, costanti che si determinano algehricamonte) se ne deduce
che i sistemi di Fuchs di prima specie si possono integrare cliretta-
-mente ponendo

Y e Baf, ZwsAx+ xb

¢ questo risnltato mostra Uintima snalogia tra questi -sistemi e le
equazioni di Fuehs di prima secie.

Gili psewdosistemi di I'uchs di prima specie
Hstendiamo il risultato precedente, supponendo che la funzione

trasformatrice relativa ad un certo sistema lineare sia

[ o
Yremax™ o,
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con a costa,nte urbltz avin; tali sistemi li diremo pseudosistemi di Fuchs
dz 1“ _specie, -ciod chiamoremo pseudosistemi di Fuchs di pr ima specie
qued sistemi differenziali lineari, di forma ridotta, © ewi invarianti dif-
ferenziali- soddisfano alle eondizioni

o) _ [30T

mb®  m 55,?

' [1] . =aq !
Sotto questa ipotesi gli invarianti‘assoluti risultano costanti e quindi
tali sistemi saranno trasformabili in altri o coefficienti costani.
Andiamo a stabilire Ia forma di tali sistemi differenziali; inte-
grando le {1], sogue

1y __ Cir x
Bm — G’.;,,L.’}U ) m = Bim e
LA
© (a-lm) E’t‘m C‘OSL'» )
— 4
S’m — {52»3 w ne 1 Bm e 0'2)31 mmu '

e quindi avremo per i coeflicienti espressioni del tipo

A

18 "
Prg =gt By, 2™

Aw
13"3 == _5;.—; + ']35.3 m&a + 013 a-:ll!l—l

(2] A
. B v sa _
Pra== gt By, xt o Oy e .1 + D,y i
’ A
ﬁmﬁu-,;;‘:} +B .78’“ + Oyg 14 Dlrm a—2 | 1‘4;5.’,19
Qri ==ty 2"

Qro == Gy & 4 by 2™t
Qus == A 2%+ by ™ 4 gy R
Qi =Gy @'+ by @ 4 0y @74 dyy a0t

= a,_r e + bis 56-16—-1 L cis‘wSa—-z K d‘iﬁ a8 + e pea

D T T

o analogamente per i coefficienti g, Po-
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6. - Perd non futti i sistemi i cui coefficienti sono dati dalle [2] e [3]
appartengono al nostro tipo, nel senso che le costanti Ay, Bu..., @, by, ...
non sono del tutto arbitrarie ; limitiamoci a verificarlo per il caso din=3,

A questo scopo inverfivemo in certo qual modo il risnltato pro-
cedente, ciod partiremo da un sistema i cui coofficienti siano dati da
espressioni del tipo [2] ¢ [3] e cercheremo ls condizioni perchd siano
soddisfatte le [1], Per n=23 lo [2] o [8] si riducono a

- A,
Dpp = k4 By e
i2 ] ’EE )

4] .
. ljiﬂ::" '":E'}? 4 B.’:ﬂ !,‘.L.ﬂa.._{T G“ m?a-—i
Gy ==ty °
{6} . : E : Yig= typ 0™ + byt

Prs== 4 ade 4 b,_ a}*‘“ L3R Cis pe
e u,lle analoghe per la secondn equazione
Doy = A-m xt
{61] | ' Poe= Agg x4 By, et
Pag 5 Agg 0% 4 Byy ! 4 Cpqp?
Qoo = %}-ﬂ; o+ Doy ¢

“z.x
3 = —x o gy T o gy P

Sostituendo nelle espressioni degli invarianti, si trova
P ; ’
K \1 . : . N
A= —g Agy=a(@+2), Cp== 3aB,
bhip=daay, = y by =2aa, C&r;_m'"&{"a.u_

o annlognmente por la seconda equazione, cost che il piit genom]e
sistema di Fuchs di 1* specie, per n==38, avrd ln forma

. ?jrrr L8 "“ag{z:?‘) +]3,2{L‘2“£ yr+ {tj_(maéri:?) BH x% 4 Ba B.{ ppte-d ¥+

1 Ba,, 2% 2" 8 ay, w4 € ity He +3amm“‘+dr&a,z-’12“ Lo 3ﬂ'ﬂ'uf6“ QZP‘“O
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"o analogamente ‘per la seconda equazione. TEseguendo poi su di -esso

Ja irasformazione definita dalla funzione trasformatrice

N = —

@ H

il sistema si trasforma nel seguente a coeflicienti costanti
Y+ 8By + Buy+3au2" 1+ 80,2+ ay z=0 "
2"+ BAg ' Bhgetf + Agy y + Blgy 2’ 4 byy2=0 |

7. ~ Il caso eccezionale per n==3: Se un’equazione del sistema
& di ordine inferiore ad %, ¢i possimmno sempre riportare al caso ge-
nerale, derivando ed eh1n1nm1do opportunamerte.

Perd possiamo anche fare altrimenti e ciod stabilire direttamente,
anche in tal cago, un sistema completo di invarianti, definendo proli-
minarmente, per ogni sistema, una particolare ed opportuna forma
ridotta e poi procedendo su di essa in maniers analoga s quella che
si tione per il caso genorale, a '

Per esempio, ed & questo il caso pihi interossante che ora vogliamo
esaminare, supponiamo che un’equazione sin di ordine » e l'alira di
ordiné n -1, ciod qupponm,nm un sistema della forma

Ay(n} + Bz, . =0 ) Gy(u»—i) § Date—4) 4 0 ; (1)

mediante la trasformazione y=21Y, z==nZ sl possono far sparire, nella
prima equazione, 1 termini in y®=* e 2" ed & appunto questa la
forma ridofta da cul conviene partire in questo caso, per stabilire il
sistema completo di 111vur1&11t1.

8 - It quanto mai intervessante, per n =3, dare l'interpretazione
geometrica di queste case, interpretazione che del resto si pud son-
z'altro estendere in generale al caso di = gualungue.

Partiamo dal sistema differenziale sotto forma generale

. Ay + B2+ BPLy" + 8Py + Py + 3Q2" +8Qu2 4+ Que=0

' Cy’” +D2" + 3]?2*3/” # 8Py + Pogy + 3Q0,2" + BQae2’ + Quyz =20 ;
(L) Vech, por n==2 11 qecondo dei nostri lavori citati a nota 1 della me-

moria precedente. . Do
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se Q) "-AD BC:LO 113151;0111& .stosso\m pud senz'alivo serivere
solto la fonna 1‘1dotta; ; '

[6] 4 “"31"*2’*’1 b Dy + B0 4 B ¥ 20
3}

+ Bpuiy” dpwy R p%?/ S 3(]92? + Qg;?——-—o ,
menfre se (7)== AD — BC= 0,11 _s_isi;enj._a '.-}J pud. ridurre alla forma

I ¥ B4 8P,y 4+ 8P, ?)"-':-l-.J.).séfj"-{«' 3@,“2”-'4!» 3@,;52"'-!“ Qzz =0
;l Con oy N/ 1 31)22*/ + :P:an i 3@22/ + Q 22 =0

Tndichismo ora con #i (), /(m)[.a, __I 2, 6| 501 cop_pi_e_rli__solu-_
zioni del sistema [d]; anche ' AR

8] y@ =3 o), «(m (m) (o=t

saranno coppie di soluzioni ed anui-.ci dfummo la sohvmnc gonemle*

se sard possibile determinare le costanti: ¢ in guisa che, per un @ =,

di regolaritd dei cocflicienti, le (y, 2y (?/,/), (y ,' ") “assumano ‘yalori

arbitrari. i e

L ©id, come subito risuita, sara‘b possibilé _-'se i_l\_dete;_'_rn_i;_mm;e

Iy R ?f.ni
Yo 2o Yy By YTy 2 |

FI

. ot SOR
Ys 23 Ys Bs Y 25 .

N

W (2) =

?

Yy 2y ?j’d gy nytyalyo

i '

Ys & Ys 25 Ys 2y

- ! - i ,
Yo %6 Yo o Yo Zg

sard diverso da zero nel punto @, (*).
(%) Bi trova subite, per 'W(:z:), le formula 07 0

[ (?’n" G'l)fht o

W= Wie
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.- Suppeniamo invece W (#) identicamente nullo o di caratteristica b;
~allora ‘esisterd una sestupla di numeri (e, g, @33 B4, Ps, Bu} per cui
-risulta

Gy Y+ Ly oy A Puzd B Byl 0

da cui si deduce, per le [8], che anche per ogni altra soluzione del
sistena sard

{9] ay it dpy b agy 4 Buzd Bez'+ foz’=0

cosi che il sistema dato si ridurrd alla forma {7](').

9. — Cid premesso interpretiamo le due sestuple di soluzioni par-
ticolari (), (z) come coordinate omogenee di un punto di un 8; ed
indichiamo éon C,, C, le due curve normali di §;, di equazioni pa-
rametriche .

Gy pis=gi(e) 3 0 ze=zi(o) ;

poniamo poi tra i punti di esse una corrispondenza biunivoca senza
eccozioni chiamando corrispondenti due punti P,, P, dati dallo stesso
valore del parametro x. Le congiungenti P, P, individuersuno una
varieth rigate V,, la quale, evidentemente, risulterd determinata a
meno di una proiettivitd, potendost sempre sostituire le sel copple di.
soluzioni (3, z) con alire (¥, Z) legate alle precedenti dalle relazioni

G 8
-, -~ . e e
Yi== gkcm Ur &= % w Cin Py (eq, == cost.")

con il determinante |, = 0.
Supponiamo ora che sin W (x)==0 e che la sua caratteristica sin 5
V&l‘l‘ﬁ la [9], che potremo scrivere sotto la forma

oyl + gy “3?}‘”: - ((35 z4 Be 4 B2
da cul si deduce che 1 due punii

Plres(oa,y+opy +agy) , PF=m(—Pia—Byd —Bs2")

{*) So la cavastoristica di W fosso minove di B, di relazioni del tipo [9] ne
pgisterebbero -almeno due ed allorn il sistema si ridurrebbe a due equumom del
2¢ ordine,
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coincidono, il che porta di conseguenza che i piani osculatori allo
Cy, O, nei punti corrispondenti P, P, 1 qua,h gono individuati rispet-
tivamente dalle torne di punti ' :

P=0), Py=0), P\=(";
Po=(), PL=@), Ph=()
hanno s comune il punto P*=P,# ¢ quindi una retta.
Ma vi & un’altra conseguenza, notevole. che si pud dedurre dal

fatto di W(z)=0; infatti, sotto questa ipotesi, il .slsLema, differenziale (d),
si pud trasformaro nella forma ridotta

l ¥ a2+ Py + Dyt g+ _gw z2w=0

Y DU Py Pyt st b a2 =0

mentre la sua secondn equgzione si pud serivere

d ’ r '’ r
an YA Qe Paa bk Que? — Qo2 = (Poa— Paa) ¥ + (— ¢ 51 + Q'op = Gp3) 2
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~coamche L.

1[10} j[’f 1 ?332./| a2 (G @) 2]} == (Poa— Pody+ (— @ 21t o2 ) 2
'fI!iaL il punto
------ = (Y + Puey)

appartiene alla tangente _aﬂa C, in P, e analogamente il_punto -

Tt 25 (a2 _{sz - '_'1'21}_3)

appartiene slla tangente alla C, in P,; se ne deduce che il punto

T2 (Y F Por ) + (qu 2 4 [Gar — Cad] D)
/ - |
& un punto della loro congiungente. Al variare di @ tale punto desecri-
verd una nuova curva di S;, che indicheremo con Oy’ e il punto
derivato primo di essa, ciod il punto o

{ (E r . ] , . ._I .
Tyt 52 (E{”w") {(?f + Poa i)+ (Gar 2k [9'22 'l _21] 3}

sard wn punto della tangente in wy » alla Gy,
Ma per la [10} il punto =%y, coincide col punto

Pors= (I p 02 pgqu + [ @10+ @'~ Qas] 3)

che & un punto della cononuloonte P,, P, ciod la tangente alla Oy
& incidente alla gonela,tnc_e P, P, ¢ V,. o
_ Se ne deduce allova che la nostre rigata serd wna rigata svilup-
pabile e che la curva Gy, & 4 suo spigolo i regresso.






