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SUI SISTEMI DIFFERENZIALI LINEART ORDINARI
B SUI LORO AGGIUNTI DI LAGRANGE (-

Nors PrIMA

ARMANDO CHIRLLINI

~ SvMMARIVM, — Hac in Nota systhema adinnctum cuiusdam systhematis linearis
ordinarii definitur ab Anctore qui adhibet eognitam illam proprietatem Jacosinnam
civca adinnetum Lagrangianum ceiusdam: aeguationis differentialis linearis; in-
super addit Auctor nonnullns proprietates fundamentales-hnius systematis,

8 1. - ALCUNE CONSIDERAZIONT FONDAMENTALT SULLE BQUAZIONI AGGIUNTE,
1. — Presa un’equazione differenziale lineare dell’ordine n
[ll _ E (y) Ey(ﬂ) + ai'y("““+ ({z!’e‘jm_zj F o aﬂmiyr + a,y = 0 '.'.l.

& ben nota limportanza che in molte questioni di Analisi e di Geo-
metria presenta la sua aggiunte di Lagrange

11— 1 e B

R d d '
L} B =y® — (@) + goams(@y) + o+ (= 1)"(809) = 0

1 CELS,. in una sua notevole memoria ('), partendo dalla nota pro-
_priets dovuta ad Jacobi e ciod che lo soluzioni di E,(y) == 0 sono i
minori dell’ultima riga del wronskiano W di un sistema fondamentale

{(*) Nota presentata dall’ Accademico Pontificie 8. E, Ugo Amaldi nella
riunione del 7. giugno 1949,

(1) Cors, Sur les equations differenticlles lineaives ordinaires {« Ann. de
1 Teole Noi‘_x_iia_l_e Superieure », Tomo VIIL).

9 Acta, vol. XIII.
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di soluzioni di IE(y)==0, divisi per il wronskiano stesso, generalizza
notevolmente 'aggiunta di Lagrange, introducendo quelle che chiama
le «aggiunte di una data riga di W » e ciod quelle equazioni che hanno
per soluzioni i minori di una data riga di W, divisi per W, Si hanno
cosl le n aggiunte I,(3) =0 (k=1,2,..n) dette rispettivamente ag-
giunfe della 1%, 24, ..., ™ riga di W ("); indicando con (g, s, ..., ¥a) Ul
sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione data F(y) =0 ¢ con
(Y, Ynyoy ooy Yoe) D sistema fondamentale di soluzioni di E,(y)=0
avremo cioé per definizione:

1 oW _
Yot = P (t=1,2,..,m)

Per ottenere tali equazioni aggiunte il Cers stabilisce un proce-
dimento che si rivela in pratica gquasi irrvealizzabile (eccé_ttb_. ‘che per
k=1 c k=mn(")) per .enorme complessits di caleoli a cul conduce,
come appare evidente tra Ualtro da tutta una serie di lavori successivi
tra cui, notevoli, quelli del Grux¥ELD (*}, nel quali si determinano le
aggiunte della 2¢, 3%, 4¢ riga.

2. ~ Credo quindi ufile, tanto pill che in un’opporfuna generaliz-
zazione di cid consiste il procedimento che ci permettera, in maniera
del tutto. spontanes, di giungere alla definizione dell’sggiunto (di La-
grange) di un dato sistema differenziale lineare, accennare brevemente
ad un metodo del tutto elementare che ¢i fa ottenere, medianie sole
operazioni di derivazione e di eliminazione, una qualunque aggiunte
Eu{y)==0 di una data equazione lineare E{y) =0 '

(1) L’aggranta di Lagrange, evidentemente, non & che-l’aggiunfﬁ dell’ 7™ riga.

{*) Per k=1 si ha la cosi detta aggiunta della primea riga, che si trova
esser definita da

at oy a7 fay
By(y) = *;,;:T(a:) -‘déﬁﬁ(a” ot .
du"ﬂ _.2y ﬂ—-iJ
itee fad n—i . e
F (1 (a) (—1) (aﬂ )+( 1y =0

(*) GrunrrLp, Usber den zusammenhang msischen den Fundamentaldetermi-
nanten einer linearen Differentialgleichungen n'¢t Ordnung und ihrer i Adfungirten
{«Journal fur die reine und anpgewandte Mathematik ». Vol. 16),
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Per semplicitd di scrittura, e dato che cid non rappresenta alcuna
limitazione al procedimento, supporremo % ==:n; sia allora

Yo Y2 e Ya

Yo Ye o oo Ya
W=y yo) =

L I I T T R B

yiw-—i) yén—-i) e y,(:a-i)

il wronskiano di un sisteina fondamentale di soluzioni della [1], che
indicheremo simbolicainente con

r + {#—2) (R d
(¥ ¥y sy , YO

mentre indicheremo con il simbolo

i (h—4) thd-1y (n—1)
(¥4 s ¥ ' ¥ yen ¥ ]

uno qualungue del suol # minori della riga (& + 1)™. Cid pre-

messo, ricordando la formula di Liouville iwm: — @, W e posto
1 oW da

2y 5 e —me—eeeee (OT =1, 2, ..., 7), cio® simbolicamente
£ W gyi(lji—i, (P h eS| H )7 )

R A S (/P et
W Oy(ﬂw«i) == W ,

derivando rispetto alla variabile indipendents @, si attiene

!
A

! {1—3) {s—1)
Yy 4y ey d 4
[J J 1 ¥ ' ¥ ] +az;

A

derivande di nuovo segue

P [y’ y', ey y(n-..d)) ?j(”'—”, y(u—-i)] . [y’ y!, s y(-n—S), y(ol)] .

r H—3 flmed
afyy oy ooy gt

W

+ fag 2]

*%  Acie, vol. XIII,
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o anche, eliminando %’ per mezzo delln [1]:

'

N

", ' (t—d4) o (0—-2) g (oted)
L_?f.a?)’s---:y “;_?f ¥ | f_[l%z]_i_,[aqg]: )

Cosi continuando, ciod derivando ed eliminando successivamente,
ofteniamo per z una equazione differenziale lincare dell’ordine = che
non & altro, appunto, che I'aggiunta di Lagrange.

8. - Questo procedimento, se anche a prima vista pud apparire
un po’ laborioso, per quanto di carattere del tutto elementare, ha in
compenso il grande vantaggio di potersi applicare in generale, come
appare evidente, alla determinazione di una qualungue E,(y) == o™,
inoltre tale procedimento, come si & sopra accennato, acquista per
noi un’importanza del tutto particolare, per il fatto che ei permetterd
di stabilire il sistema aggiunto di un dato sistema lineare.

§ 9, ~ DEFINIZIONE T COSTRUZIONE LEL SISTEMA AGGIUNTO (DT LAGRANGE)
DI UN DATO SISTEMA DIFFERENZIALE LINEARE ORDINARIO.

4, ~ Definizioni: a) Un sistema differenziale lineare, in eui futte
le equazioni siano dell'ordine n, lo diremo sistema differenziale lineare
- dell’ordine n {?),

b) Un sistema differenziale lineare lo diremo d4 classe m se contiene
m equazioni in altrettante funzioni incognite; diremo infine rango del si-

(1) Per os. se volossimo "aggiunta della seconda riga di B{y)==y " tay by =0,
porremmo = |yy"}] da cui, derivando tre volte successivamente

) zr: [?j'?j"]—ﬂf?j?jr]; zu_l_ (az):(b-—ua')[yy’]; z”"-l-{CL’——-I))Zm{I)’-——(&")['"yy’]
od eliminando {yy] tra seconda e terza, segue senw’altro per I'equazione cercata

LA i
By = 8" o —ee e [b oo ] e »-—(—ZL———T)«G-]Z =0,

(*) So una{o pil) equazioni del sistema fosse di ordine minore di 4, polremmo
sampro vidurci al caso generale, derivando equazione stessa un opportunce numero
di volte, Osserviamo pinttosto che con questa definizione, 'ordine di un sistoma
linears viene a significnre qualche cosa di diverso da cid che significn nelle squa-
zioni linesnri, por le quali Pordine rappresenia anche il numero delle gostanti
arbitrarie che figurano nell’integrale generale,

£
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stema 11 prodotto mn, Evidentemente i rango di un sistema ci do il
~numero delle costanti arbitrarie che figurano nel suo integrale generale.

5. - Cid premesso, consideriamo da prima sistemi di seconda classe
e, per sola semplicitd di scrittura, supporjamoli di terzo ordine, ciod

Y' A Dasy o Paey 4 Pray + g2+ 00ed + gz =0

[2]

B otk Poat F Pas Y + Qa2 Qe @+ Qua 220

il rango del sistems & 6 == 2.8 e quindi un suo sistema fondamentale di
soluzioni sard costituito da sei coppie di soluzioni, con determinante

Yo Yo Yz Y s Ys
2’2 32 33 24 435 ZG

' 1 r f ! ]
Yo Y My Ha Y5 He

f ! ! ! 7
oy B By 2

[81 W=

" o "
oo Yo Ys Y1 Ys

" o n I "o
2y Za 3 2y Zy Zg

non identicamente nuilo; tale deferminante lo divemo il wronshiano del
sistema e si ha per esso, come subito gi verifica derivando, la formula
notevole, che diremo la formule di Liouville relativa ai sistemi lineari;

) W
[4] LS + (Pt Q) W=0..

da
Indicando simbolicamente il \‘vronski&no con
Waz|yey 2y 2"
‘e ponendo, con evidente notazione simbolica

[5] R L e . 2t M

andiamo a determinare il sistema lineare a cui soddisfano i sei valori
possibill di # e {. Derivando le {5}, eliminando le derivate terze y",z"
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per mezzo del sistems [2] o tenendo conto di [4} si ottiene senz’altro

yey' sz , 2y 2y ,
'n'=—[i—-—'iw-~]““+19uﬂfpziﬁ, C—W[-*J—w—'jw—'i—]+qu'n+qﬂC;

~ derivando ancora e procedendo analogamente segue

0 e M{if—iﬁ e Pip — Pag L+ [Py 0] + [Pas q)

A - ?Z" '2" 1 4 u ' g v
4 :*—*W — Qug 0 — o2 & + [qus ] + (024 €]

ed infine, derivando una terza volta

s = [pal" 4 [Pren]) — [P 0]t — M pea 81 = [ 20201+ [Pos {J{=0
S'C'" [g2: 01" + Ifha C} - qaa 1 — i 017 — [que 0 + {gusa]i=0

che & il gistema differenziale cercato.

6. ~ Se orn indichiamo in generale con D* 'operazione di deri-

i
——, possiamo scrivere il sistema dato [2} sotto la forma
da}h H

simbolica

vazione

(2] l D2+ Py D* + pio D + pis}y + [0 D* + g D +~_!hs] z=0
f
l ) [P0 D24 oo D + pog]y + [DP+ @ D¥ 4 oo D + o] 2= 0

o anche, pitt brevemente ¢ sinteticamente :
. Aii (?J) + Aiz(z) = 0
[2.]
A'Bi(y) + Azg(z) = 0

dove Ay, Ay, indicano due operatari differenziali lineari del terzo or-
. dine e Ay, Ay due operatori differenziali lineari del secondo ordine,
del tipo, rispettivamente:

A, =D+ a, D%+ a,D +ay 5 A,=0b,D*+0,D +b, .
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In base & questo simbolismo potremo scrivere il sistema trovato [6]
sotto la forma

[0 — D2 pye + D pyg— pus]n — {D? poy—D pag + py] (=0

{6,] : .
—[D*q1s =D gyz + gug] 0 + [D* —D?qyy + D qup — o} { =0

o anche

AR AR O=0

[6,]
— AR () + Ay’ ) =0

6 con Ai-?c) indichinmo l'operatore aggiunto di A, nel senso che o
questa parola si di nella teoria delle equazioni differenziali lineari
ordinarie. (Vedi formule {1} e [1.]) (*}.

7. = Procodondo analogamente in generale, potremo enunciare la
seguente definizione: Preso un sistema dzﬂ’erenzmle lineare di seconda
classe ¢ di ordine qualungue

[D" 4+ D" 4 pie D™ 4 ot py wa DA pra] y +
+ gy D b D" 4t o Dt qua) 2z A, (1) + Ay (2)=0

{PﬁilD"_i +P22 D”—.g t o +]32, srmd D +P29a} y +
+ [D" gy D44 gy D2 4 4 Go,n-t D +q2n) 252 Ags () + Agy () == 0

(Y Il WiLozyNsgr nel suo classico libro « Projective differential geometry of
curves and ruled surfaces» (cap. V), per quante mi consti, & I'unico che sino ad
ora abbia trattato (nel caso particolare di m==n==2) dei sistemi aggiunti; egli
perb considera sistemi aggiunti diversi dai nostri, assai pit complicati e non
esprimibili sotto Ja forma simbolica (6,). Tale complicazione dipende dal fatto

. . . . Jyze] efyay .
che invece di considerare le espressioni {JW ] , f{V ¥l y considera le altre
2y'y yuyrel L. : ' ;
[y'y] vy }, ciobd, in altre parole, coneidera quello che, seconde la termi-

W w
nologia del Crrg, potremmo chiamare «sisfema aggiunto della prima coppia di
righe», mentre noi consideriamo il «sistema aggiunto dell'ultima coppia di righe»
(o aggiunto-di Lagrange). Anche il sistema aggiunto del WinozinskI, naturalmente,
si pud oftenere pilt rapidaments con il nostre procedimento di derivazione ed
sliminazione, mentre ogli lo ottiene in maniera assni futicosa e non facilmente
goneralizzabile,
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chiamasi suo sistema aggiunto di Lagrange, il sistema, pure di seconda
classe e di equal ordine

[D?I - D”—i_p o+ D91—2p F o+ (_ 1)9:-—4. 'D p{,ez—-i + (“‘l)ﬂpin'i ‘G -

[Dﬂ ipzl___'Dﬂ-—szﬂ_l_ +(__1)n 21)132,,,,14 (__ )n-— _Pzﬂ] ..... A(U)(n) A(O)(/) —=(

~[D7tg,, _pn-2 o oo (M‘l)”*? D A (—1)"4)n +
+[Dﬂ"'D"WiQ2s4‘D”w2ﬁ'22+---'i'("l)ﬂmiDqg,w«s'F(—l)ﬂqgﬂ:C {0)('“) + A(O)(:\

dove con A% si indicano gli operatori differenziali lineari aggiunti degli
“operatori Ay,

8. — Come risulta evidente dalla natura stessa del processo di
formazione dei sistemi aggiunti di classe 2, la definizione precedente
si potrd senz’altro estendere al caso di un sistema differenziale di classe
pari qualunque; perd, per poter giustificare in generale la definizione
che daremo di sistems aggiunto, occorre mostrare come tale processo
valga anche per i sistemi di classe dispari.

A tale scopo consideriamo, per semplicitd di scritbura, un sistema
di classe 8 e ordine 2, che indicheremo. simbolicamente nella seguente
maniera

(D240 D+ pua)y+ g Dbqea)z+ [, D o) z= Ay (1) + Ay (2) + Ay (8 =0

3 [9e D+ Pusly + D40, D # ol 1oy D #7as] Ay () + Asg (2) #0a ()==0
[PsaD 4 2a0] ¥+ [@as D + qae} 2 + D+ 975, D 4 07y ] £ = Ay () +Ags ()4 Ayy=0 .

" Poichd il rango di esso & 6, un sistema fondamentale di soluzioni

sard, formato con sei terne .(y, &, t)(zm] 2...6) di soluzioni, tali che
il detm minante B

Yo Y2 W Y Y Ms
By By By 7y 2y &g
Wel| B0 Bt e & LR
¥ Y Ys 3;"4 ¥s s
2y 2y 25 24 s g

tls_ ty 3 ta 1 t's
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che chiameramo, al solito, wronskiano del sistema, non sia identicamente
nullo. In questo caso la formula di Tiouville diventa

< + (Puat Qo+ 79y) W=0

ed allora ponendo

lyzezt] o, =lyetyz] o lyetyz]
W W

andremo a stabilire il sistema differenzisle a cui soddisfano le sei
terne possibili di valori di «, ¢, #. Derivando una prima volta ed el-
minando lo ", 2", ", mediante il sistema dato, » causa della [7], segue
senz'aliro ‘

} —[y&'ts
4Puﬂ+pué+pm, {'== [J\"ii*j-l+q1in+qsaiC+qm

[J ztz'ty
W

lJ”f?f #]

= s g P LAy
W 0 24 “~ 3L

e derivando ancora

’ 10" — [P 0] +[prea] %'"‘szit]“‘lpauf"%%f.”} o [ 3]t = O
I — e n] — [gran]f + %C”““ [Gas '+ [ ] | aa 7] — [@ya 7] ¢ == O
— Y n] —[reen]t ~ 7o (' = [r:2€] e — 7] + {rauv]l = U

che possiamo senz'altro serivere simbolicamente
P
[E)] [¢) 0) .
Au (n) A (C) Ay’ (m) = 0

A + A — AR (D=0

_A_(OJ( }___A(O)(C) + A(O)(T) = {}
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9, - Tn baso a eio che precede resta pienamemte giustificata la
seguente

DEFINIZIONE GENERALE: Preso un sistema differenziale lineare ordinario
(di forma normale) di ordine e classe qualunque, che scriveremo sotto la
forma simbolica ‘

Ay () + Ap(ye) + o + Ap(n) =0
Ao () + Aga(ys) + oo + Mg () =0

P T e e

A—ml(?f&) + A-mz (.’9’2) + ..+ Amm(ym) = 0 L]

diremo suo sistema aggiunto secondo Lagrange, il sistema lineare defi-
" mito simbolicamente da '

A (ny) — AL (ng) — o — AL (0,) =0

— AL () + A (m3) — o — ALY () =0

_A(O)( ‘) _— A_(M(r]g) e A—f,?,:‘(frm) =0

im
céove gli Ay, indicano operatori differenziali lineari dell’ ordine n della forma
Aﬁla D" 4 ayy D% 4 e D™ 4 ol + gy oy D + O
' gli Ay indicano operatori differenziali lincari dell’ordine n—1 della fm'm;x
Ay == apy D™ aps D™ 4 o Qg mr D+ s
e gli _A:.?c) indicano gli operatori differenziali lineari aggiunti degli A, ciod

A = D" e D't gy + D"ty + o+ (- 1) D g + (— 1y o

)y . - - - . —
A{h = :D‘)I i Ay — :Dﬂ £ e + o + ("“ 1)“ 2.D a,-h a1 T (“""' ].)ﬂ L (2277
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1l sistema [T}, aggiunto del sistema [I], ha come sistema fonda-
mentate di soluzioni i minori delle ultime m righe del wronskiano del
sistema [I], divisi per il wronskiano stesso e presi a segni alternati, ciod

(=1 ,
— . N £ 11 51 (n=2), (n—1) (—dy  {a—4) {m~—1)
[8] = W_W(yb“ym:y o i Yy T, P ool Mg olm )

§ 3. — PROPRIETA FONDAMENTALI DEI SISTEMI AGGIUNTL

10. - Indieando con W il wronskiano di un sistema fondamentale
di soluzioni del sistema [T] ¢ con W quello del sistema aggiunto [II),
relativo alle soluzioni corrispondenti secondo lo [8], si ha il '

Tronema I: I prodotio det due Wronskiani & Vunita ("), ciod 'W-W(®==1,

Sonze. limitare lo generalitd, limitiamoci, per semplicitd di scrit-
tura al caso di m=9, n=3; allora sard 6 il rango del sistema e
quindi i due wronskiani saranno dati da

Yo Yo Yo Y Us Yo my hy hy Mg My g

L By By B B % € G | G & G &

wo | Ve ¥ s Y Y Y o MM s s
‘_ 2y ¥y 2y 2y s | N Wl Uy U T U

¥ oy ¥ .7/”4 .?1'”5 ¥'s "y 'y 1"y 0" 0"y 0"

A AP A 2 &' [ Z“p, " ‘C”»s T Z”o

Por la definizione delle #,, {;, in base alle proprietd fondamentali
dei determinanti potremo senz'altro scrivere le identits

1 ] g .
iy =0 >iyin=20 > .?j”i Ny =1
8 1 1

[9] 1 o 6
21-' Z 0y =0 211' Zing =20 2:; 2yn =0
5 6 . 6

) zi.le: =0 Zy%@mo Ee?h"ci =0

1 1 . 1

[91] G [H i .
zlizici:(] ZI,- 20, =0 Eiezs"Csml

{*} Questo teorema eatende ai sistemi quello dato dal FroseNntus nel Vol. 77 del
Giornale di Crelle e ritrovato per altra via dal GRUNFELD (loc. cif. a nota (%), pag. 10),
relativo ai wronskiani di un’equazione lineare e della sua aggiunta di Logrange,
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da cui, derivando le prime quatfro delle {9] ¢.[9,] o tenendo eonto
~ delle [9] e [9,] stesse, risulta anche :

6 G.

%c 'y = 0 %1‘ ypa'y == — 1
[10] o 6

Sizny =20 Sy =0

I 1

G a, G T

_ Eltny’i=0 zli?fﬁic:' = ()

[10,] 6 ]
o El,:z,-@::() ‘Z;izrlcji:;'——]‘

Cid premesso eseguiamo il prodotto per righe dei dne wronskiani

ed avremo, per le relazioni precedents

G G
00 0 0 %i Wi 1" '}:Li?fi a8
8 6
0 O 0 0 ’ %{Zi 'ﬂ”i %i.’di C”{
00 -1 0 ;:l?"” S A ‘;:1"’. 6-?-C”
: : >:fi 0 ‘%?f{ : Y0 )%J’t .
W W = , mal
[} B ] 5 6 .
00 "0 ~1 S 2 ¢ PRI IS ¢
1 1 1 i
4 6 "oon 5 Yr 6 oot E TR
1 _0 %1:?] P ?f?f C :):lf,’fj Ny Zli.fj R
0 1 § LI b =/ ‘Cu § I i w P
: ‘%_‘idfn'iéidi i %a‘dini El-.izi‘di

Derivando. ora le prime due delle i10], [10.] o tenendo conto
delle [10], [10,] stesse segue anche :

6 6 _
'%; g0’y =1- ?i 20", =0

; M
:‘5‘1 2 Y4 B g - ‘Crr — 1

s Yis oy = %’.‘. Bioy =

(1) Con-guesto stesso procedimento, si pessono ottencre le espressioniidi tutte 1o
sommatoric che figurano nel determinante predotto W W, ma siccome tali egpres-
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da .cul senz’altro
' W WO =1 e d.d.

11. -~ Ne segue il Cowrourario 1: Se e » = mn cmmuple

sty Yaas ooy Yom) (E=12..7)

costituiscono un sistema fondamentale per 4 sistema [1), le soluzioni cor-
rispondenti, secondo le [8), del sistema aggivnto [Y1] costéituiscono pure un
sistema fondamentale di soluzioni.

12. — Consideriamo ora un qualungue sistema lineare (T] e il cor-
rispondente sistema [II] ¢ supponendo al solito, per semplicita di serit-
tura, m == n == 3, indichiamo con

Ll Lo La(y) 3 Au(n)y Ba(a),y By(a)

1 priml membri delle equazioni dei due sistemi.

sioni non servono al nostro scopo ci limitiamo a riportarle, in guanto’ per sd
interessanti:

2y ei=py, Zyilimqy,  TEei=py, T eiliegy
E?}"i'ﬂ"!‘ﬂ‘“?u: 2?jrtt"f:"’£7ux z"ﬂ'f'ﬂ"iz-‘-"‘%u zzfiz"i=_(121
2 =y A Py = Pay 28 = Gk G (Dt Jad— Qe
DA =+ P — Qb Pay 2 =D PaiP U Qa) — P
-Del resto, che il prodotto W W risultasse costante, si poteva veders semplice-
mente noella segusnte maniern: il sistema aggiunte ha come coefficienti di wg# i3

nella issi™® squazione 'oppesto del coefficiente della 2y nells fesima eguazione
del sisterne dato & quindi, per la formula di Licuville risulta

adW ) o dWO .
G T2a W =0, g 2 d WO =0
da cni
UWWO) o dW AW
du ""“ @ T W de 0

ciod W WO == cost.!e. Ma l'importanza del teorema cousiste nel verificare che la
costente & diversa da zere.
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Dette allora w,, N, ns tre funzioni del tutbo arbitrarie della
(purchd derivabili quanto occorre) andiamo a caleolarei espressione

f CagLoy + s Loy 4 5y Luy) da
integrando per parti e tenendo conto delle identitd,

[y da =ny" —n'y +a"y — [y de
f Ny 0 =y [amwn] — ylawmn] + [ Ylan) da
j‘ N A2 = yltgan] — f yiagnY de

risulta senz’alfro

, 3 8 8 3 5 ;
/ (L muLiptngli)daw=3 (n.y 0.y, +n; yJ?n%?]’k;am'ﬂié—'%‘:»%yn%lﬂm'ﬂi] {+

+ %n%?iam"?ii "_[(yiAi + Yol t Yoha) did

da cui si deduce che l’espressione
3 3
[ %f(’”iLi)dm +f§t(yiA‘)dm

risulte. eguale ad un’espressione bilinears nelle y,, w; e nello loxo de-
rivate primo e seconde. Procedendo analogamente in generale, possiamo
enunciare il

Tronema 11: Lespressione
m LM
leefﬂiLi)dw +_[%s(y¢f\i)dm

dove Li(y), Ai(n) indicano ﬁ‘i.steftivamente'i primi membri di un sistema
differenziale lineare di ordine n e di classe m e del suo aggiunto,
risulta eguale ad un’espressione bilineare nelle y; ,n; e nelle loro derivate *
sino dil’ordine n— 1.

Indicando tale espressioue bilifieare con ¢(3), si ha quindi la for-
mula fondementale '

kil m

lIH] _ . _ f%%tnfLi + 'Ziﬁi Ai{dwml}!(ﬁj; ‘
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Vespressione ¢(3), in analogia a quanto si fa per le equazioni lineari,
si chiamerd ’espressione bilineare aggiunta del sistema dato [I].

18. - Supponiamo ora che (ny,7y,..,7,) Sia una soluzione del
sistema aggiunto; allors dalla [IIT] segue il Comonranrto IT:
‘ Se (04,0, ey ny,) rappresenta una soluzione del sistema aggiunto
di un dato sistema lincare, espressione

Ny IJL + Mg Lz L N Lm

risulla la derivata esalta di wn’espressione bilineare nelle yy, n; e nelle
loro derivate sino all’ordine n — 1.
Infatti, sotto tale ipotesi, dalla [ITT] segue

[LIT,] g Ly + 09 Ly 4 ves ot 0, Ly = kl»(

14. ~ Sia ore (%4, Ys, -y ¥n) une soluzione del sistema dato; dalla

[IIL] s1 ottiene . ‘
¢ (f;) = cost.!®
ciod l'equazione g[;(f]')mcost.f“ ci fornisce un infegrale primo del si-
stema {I}; se me doduce che una volta integrato completamente il
sistema aggiunto [II], ciod noti »=mn sistemi (n;, %y, ..., 9,)
{por i=1,2, :..,7’) di soluzioni linearmente, indipendenti, gli » inte-
grali primi
${l)=e, (ci==cost.®, i=21,2,..9)

defermineranno in una ed in una sola maniera sltreftanti # sistemi
(Wirs Yizs - 4, i soluzioni linearmente indipendenti del sistema dato [1],
che quindi risulterd completamente integrato.

Analogamente, a causa della simmetria della {IIT}, integrato il
sistema dato, risulta integrato il sistema aggimnto e quindi possiamo
enunciare il

C[I‘ORLMA ITE: T due problemi di inlegrare un dato gistema lznem'e o i
suo aggiunto sono del tuito equivalents,
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15. - T risuliati espressi dai teoremi [II] e [IIT] si possono ot-
tenere anche pilt semplicemente per un'altra via che ha inoltre il
~vantaggio di determinarei immediatamente la forma esplicita del-
espressione bilineare aggiunta L}(z) .

Proponiamoci a questo scopo di vedere se esistono s ==mn fun-
sioni Ap(e) per i=1,2,..m; k=12 .. n tali che risulti identicamente

e it

AP d _
{11} My T4 no Lo 4o b D= 303, Ay, g

sostituendo alle T.; le loro cspressioni ed eseguondo i calcoli per il
caso di m=n=3 risulta:
1

] w i1 N %_ ? 3 , 3 3 3
gs .Y, + g } . (zlgaismx); + 20, (5_15“53271{)] + %iy(? aeasm-)f ==

1

3 8 3 3
= >_Is Asi yl: + gs g?f; (A-sﬂ + Ars&.)l 1 %s ;y's (A‘S3 + Ars2)l + z_is ys -A-’ss

da cui, eguagliando i coefficienti

L R

3
A==, , Ap+AL=3a,mn

3
1 ' , 3 " 3
t= Agg b Agy = Ty by s 5 - A== 2, iy s

1 i

per s==1,2, 8.
Dalle ultime delle [12] segue

3 : 3
r i " o i+ m —_— " P A L H’:
A‘s:—l + Ase :.zi (s nJ' s A§2 + Asl T [t ”‘81” ! Asi = Mg

da cuwl
3 3
Al —AG= ? (¢4 )’ — gz {@g, 0]

ed infine
: . - LE 0
Ay =10, — %z [y 2] + %i [tz 2] - gi l_a’is:s_“-*] =Y.

+
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‘Se ne conclude che la [11] & possibile purché si prendano per
le funzioni

A‘.’:i ! ‘A'E:L 4 A‘Bi

una soluzione del sistema aggiunto e per le altre Ay le espressioni

"

i [a't'si "18} +

=M=

8 , 8
Asfﬁ - %‘i ‘.a'?'sl 'ﬂs} Ay A32 = %'i‘ [a’fsE nS}f -

che si deducono dalle [12].

16. — La proprietd espressa dalla {III] e ciod che Despressione
m e

(1] 2o s Lk 2,4,
i 1

sia la derivate esatta della forma bilineare agginuta xL(:’; ) & caratte-
ristica per 1 sistemi aggiunti; si ha cloé il

Tronena IV : Presi due sistemi lineari di egual ordine e classe
Li(p) =0, A?(‘"‘) =0,

se per tulle le possibili fungioni delle o risulta che

Wt Hi-

[14] o L Sy A
1 1

diventa la derivate esatta dello forma bilineare. aggiunta dﬁ(f}’) relativa
at sistemi Li;(y) =0, A} (y) =0, necessariamente il sistema A () =0
cotncide col sistema aggiunto del sistema dato Ti(y) = 0.

Infatti sottraendo membro a membro le [13] e {14] segue
i . a
. * . — B
30 Aste) - AT ()| = 1)
da cui si deduce, osservando il primo membro, che Vespressione

i ey

d
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dovrebbe risultare un’espressione lineare mnelle sole y; (e non anche
nelle derivate) il che, evidentemente, ¢ impossibile, date lo natura
delle ¢; dovrd quindi essere

Ai(n) — AT (m)=0 ciod  Ay(n) == A7 (0)

(e quindi ¢ — ¢* = cost.’®) il che dimostrn Vasserto.

17. - Da questo teorema discende poi immediatamente il seguente

2

Corornario III: L’aggiunto dell’aggiunto & il sistema dato (propriotd
di reciprocita dei sistemi aggiunti).

- Infatti sia X(y¥) =0 Vaggiunto del sistema aggiunto Ay(n)=0;
AVremo

L. wm

. an n
%;y%' As+ ?iwi)‘im"p‘- (;::) ’ EliyiAi'*’ %gmLi: ¢ (E:)

e quindi, per cid che precede

152]—1@; .





