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[ PON'I 1TICIA

- ACADEMIA

- SCIENTIARVM

SUI SISTEMI DIFFERENZIALI_ LINEARI ORDINARI
E SUI LORO AGGIUNTI DI LAGRANGE (*)

-NOTA SECONDA

- ARMANDO CHIELLINT

Svmmanivi, — Postquam nonnulla de linearium systematum transformatio-
nibus generatim Aunctor disseruit, determinaf invariantin differentialia systematis
adiuncti Lagrangensis (quod mempe certo systemati adiunctum sit), et statuit
quid opus sit, ut certum systema lineare cum suc adiuncto ommnino congruat.
Procterea tractat de lineari.systomate ad formam reductam alternam reducende,
ostendens maximam quae adest leGlSlthGln inter secundae classis et cuiuslibiot
clasms systemata,

§ 1. — TRASFORMAZIONI DEI SISTEMI LINEARL FORME RIDOWTE.,

1. ~ In un precedente lavoro (*) abbiamo stabilita la teoria inva-
V&rl&ntlva, del smtr,ml l1nes.11 di cl&sse due cliod dei sxsteml della fcuma,

( A (90) + Asa(ys) = 0

{a] RS
UAsi(y) + Anp) =0 ;

{*} Nota plesentatn dall’Accadem:co PODtJﬁClO 8. E. Ugo Amaldi nella Riu-
nione del 7 giugno 1949,

(*) CmeLrini, La feoria tnvar zanma dez sisterni differenziali lineari di due
equaziont dé or dme qualunque. «Ponm cm Academm Seientiarmm, 1949, Vol, XII,

i1 comment., vol, XIIL
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[y

ma ‘una ‘semplice ossorvazione ci fa vedere che tale teoria & estendi-
bile senz’altro ai sistemi di classe qualunque :

Ay () + Ay + o + A(y,) = 0
Agi () + Ano(ya) + o+ Ag (W) = O

A—mi(yi)‘% Am!(yz)"' et A—mm(ym) == 0

Infatti gli invarianti differenziali del sistema[a] si distribuiscono
in due gruppi, quello degli invarianti che abbiamo indicato con 0,
relativi ai polinomi differenzieli A,;, A, e quello degli invarianti 3,
relativi ai polinomi differenziali A,s, Agy; gli invarianti 0, coincidono
con quelli delle equazioni differenziali ordinarie, mentre gli invarianti 3,
sono formati (nella stessa maniera) esclusivamente con i coefficienti di
un solo polinomio differenziale A,. Ne segue allora che nel caso ge-
ner&le del sistema. {I] avremo gh invarianti .

) u) €]
0, 0.7, ..., 0,

relativi-ai pelinomi A, e gli invarianti
L (2) [ep] I .
Sfc t 31{: ERRR 3)’0 [? *""m(ﬂ - 1)]
formati ciascuno, nella $tesse maniera, con 1. coefficienti di uno solo

dei polinomi Ay, (é == %).

2 - 010 prcmcsso scriviamo per disteso il sistema [I], mettendo
in evidenza i coefficienti numericl, come si use - sempre farc nella teoria -
degli invarienti differenziali L

{n—k) ki

(? )+ Eh( )aanl + ? (?”)a-(BhJ.(,ﬂ—]c)+ +% (?’:)aim?;.fs:: gL

g | ¥ Eu( )amﬁ“ iy Eu(k)“zou.f + o +zh( )aqm,,yfff"k’ =0

LI A A T T I N UL LU BT A BRI L B R B R S

Jg:)+2 (Ic) "‘“‘Jl +2*( ) :)isz(zn k) e Eh(?z) mm»y%"’f’ 0
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Secondo una denommamone ormai classica, si dice che il sistema,
ha la forme ridotta se

Qi3 = Bggy == lagy = »0o = Qs ¥ 0 ’

¢ st vede immediatamente che & sempre possibile, mediante sole ope-
razioni di derivazione, ridurei a tale forma, mediante il cambianento
di funzioni incognite definito dalle relazioni

ye':)"Yz‘ ?

con le %; soddisfacenti alle condizioni
{2] . AN+ @y =0

Consideriamo ora il sistema aggiunto del sisteme {I,} ed indi-
chismone con oy i suoi coefficienti; avremo evidentemente (vedi
. nota 1 pag. 1138).

Gy == gy

e quindi per ridurre alla forma ridotta il sistema aggiunto, dovremo
eseguire il cambiamento di funzioni =, = A; H; con le A, definite dalle
equazioni nA'; + 2,y A; =0, ciod da

[21} . ﬂAr" e af,:“ A,' === O

Confrontando [2] e [2,] segue senz'altro

A 1

q = )\‘
ed allors, tenendo presenti i risultati fondamentali della teoria degli
invarianti differenziali (*), possiamo senz'altro enunciare il
Trorema I: GU invarianti del sistema aggiunio sono anche énwrﬁmztﬁ del

sistema dato e wiceversa.

s

(%) Vedi Wisczynsiy: Differential geomelry of curves and ruled surfaces
{cap, V) - Teubner. Lipsia, : : ’
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Come Corollario immediato di cid segue poi:
La riduzione alla forma ridotta si effettua simultuneamente per un .
sisterna, differenziale [I] e per il suo aggiunto

3. - Un’altra trasformazione assai importante sui sistemi lineari
e cho da luogo ad un risultato notevole per lo applicazioni & quelia -
cho conduce alla cosi détta forma semicanonica, ciod alla forma in cui
sono nulli tuttl 1 coeflicienti delle derivate (n— 1)™¢; per poter ottencre
tale forma, eseguiamo sul sistema {I,] il cambiamento di funzioni inco-
gnite definito da '

"

[3] ‘ yi:“"Elk-)‘ihYk (i=1,2,..,m)
con il determinante
(4 5 = ra (@O ;
introducendo le [3] in [I,] ed ordinando, si vede che per ottener la
forma semicanonica, occorre che, siano soddisfatte le condizioni

)\’” + a-u_g )\“‘l' (5525_ )\51' +oee (&imi )‘mi =R 0

o+ oag hag + Bapg hog + oo+ Toimy Ky == 0

O T T T R S R R

“ N
Ko+ g Ay b a’m?ij‘zi +ot a’mm!.lmi =0

da cui risulte che per trasformare il sistema dato n un altro di forma
semicanonica, dobblamo prendere per le m funziont * di ogni colenna
del “determinante [4} ciod per le m mple

()\“, )"21') caey 1,,1{) (?:ﬁ 1,2,...,'?71)
m soluzioni costituenti un sistema fondamentale di soluzioni del sisterna
differenziale lincare del primo ordine e di classe m
G’& + a-lu_ 01 + a”.ﬁ‘ri Gg ;|' ey “|‘ afj_m,j: 0;;.3 = O

0y 4 1y Oy + Ggay Oy + e o+ g 8, == 0

PRI IR T B .

Ofsu"' a’miiei + f’*mziez + oo ot a’mmigm =0,
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- Analogamente, volendo ridurre alla forma semicanonica il sistema
aggiunto, mediante la sostituzione di funzioni incognite

4
m

=S hale  (=1,20m)

con {Ag ()]0, dovremo prendere per m mple
(Asiy Dpiy ooy A (i=1,2,...,m)

m soluzioni costituenti un sistema fondamentale di soluzioni del sistemes
differenziale lineare*del primo ordine e di classe m

T
Tk Ty + Olygy Ty Ao Oy Ty = O

’
Ty b O Ty ¥ Ygag Ty e F Ty Ty = 0

[ S PR T S R oo 4

’
T m + X1 VL + O':mMTZ +.o.0+ Figmt T = O ]
dove a«,, indicano i coefficienti del sistems aggiunto; ma
Oy == — it

e quindi si deduce che il sistema [6] & aggiunto del sistema {b] sia
secondo la nostra definizione generale di sistema aggiunto, sia secondo
quella particolare che si usa dare per i soli sistemi lineari del primo

ordine (*); possiamo guindi enunciare il

TuoreMa I1: La riduzione di wn sistema lineare di ordine e di classe
qualunque alla forma semicanonica e quella analoga del suo sistema ag-
giunto dipendono dalla risoluzione di due sistemi Zinem'i del primo ordine,
aggiunti uno dell’altro.

Ne segue come conseguenza immediata che se zl sistema dato é
~di forma semicanonicy lo & anche il suo sistema a ggiunto,

.

(1) Vedi per es. Lagranewm: Acte Mathematica-tomo 48 (1926).
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§ 2. - QLI INVAGIANTI FONDAMENTALI DEL SISTEMA AGGIUNTO

Per l'osservazione fatta al principio del paragrafo precedente,
possiamo senz’altro limitarei al caso di un sistema di classe due, ciod
al sistems

' X T om .
Ag(m) + A () =y + ?k(z)pm?j&nmk) + Ek( ) Qi Yo =0

w
A—%i(?ji) + A.22 (J2) == J(N) + zk( )PE? J(?l—k) + 27‘ ( ) QER «y(‘n R ) R 0

Gli invarianti di questo sistema (1) si dlsmnguono come si & gid
'a,ccenna,to, in quelli Om 8% rolativi ai polinomi differenziali A,,, Ay,
(che non sono altro che quelli di un’ordinaria equazione differenziale
lineare dell’ordine ») e in quelli 3,‘;?, 59 relativi ai polinomi differen-
ziali Ay, Ay, le cul espressioni esplicite somo (per A,,)

3&””‘]11

3.(‘;): Qug — 1

' n+9 , n—3 n+d

9(1)2911Q13“TQ11Q13“' Qg u"‘””‘"”*(gu)z'l'mg""“ﬁ?u{'[in

7] ol g | 2n+9), , | 2( -|2)

J6 =q s (@ es— 12); il “Quy Qqu“‘g‘Ju(lsz Q" 110124
4(n+2 2(n . ;
EHl)qiz(mz)z—“gﬁj‘l‘)Qm((lu(lm Q%iz)-. i

‘e analogamente por i Sff’ reiativi a A,, (basta scambiare il primo in-

~dice 1 con % e la lettera ¢ con la lettera p (})).

oY) Vedi Cmiprrin: loe. eff.

2:4%). Veramente nel nostro citato lavoro si & stabilita la forma ssplicita sola-

. mente per gli invarianti %, ¥, ¥,; quella di =; si & determinata ora, perché solo

“orn interessa., I procedimento per ottenerla & naturaimente lo stesso di guello

" stabilito nel lavoro citato. Osserviamo qui esplicitamente che tutti gliinvarianti =,

-gceetto il primo %, sono di peso pari ed inoltre che in'ogni invariante espresso

g (o Eﬂ) tatti i termini, esclusi quelli della parte lineare,

Fu Py

devono contenere il . rapporto —gm‘mz—_(t_)._g-?-%g—
' S gt Pu

mediante i rapporti

) come fa_tt_qre_.
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- Indicando per brevith con le lottere: maiuscole.i coefficienti del si-
stema aggiunto, ciod scrivendo tale sistema sotto la forma.

0 i i, o ;
A; }(n*) — A (1) == a5 + ?k( )Pm 9 4 L(”)Q;m‘” )= 0.
(0 (0 7 " ” , -
AL (n)) + AZ(ns) =0 + gh(l‘)]—)n'ﬁ{fa '+ IZn( )Q‘sm e
si trova senz’altro

P mPag
Pis == 3 s — Py

[8] S 6 ply 4P + Py
Pyo= 10]3"’ 1013'1'3 + 51314 P

Pos=(5) 2 — () Pia + ()28 — () Pis + g
Qui=—py

Que=—2p,, +py

Qus ="~ 8pj; + 8P, — Py

Qo= 4 ply + By — 4Py + Py

Que==— B pL¥ + 1095, — 10pg, + By, — Py

Qus=— (1)ma + (2_)1’22 ~(5 )ngi (S)P;i - (1)p 5 * P

ed espressioni analoghe per Py o Q.

B. —~ Cid premesso, andiamo o calcolarci gli invarianti differenziali
del sistema aggiunto, che indicheremo con .

B.‘((CI:O} ' 0.(&2)0)

se si tratta di quelli relativi ai coefficienti P,, & Qg e con

1,0 2,0
3,(@') 1 3}{:’)

go si tratta di quelli relativi ai coefficienti Qg e Py, Per cid che si
P . . i,0 :
& precedentemente osservafo, gli invarianti 89” non sono altro che
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" quelli relativi-ad una equazione aggiunta e quindi in base al classico
Teorema di -Brroscrr-BuraaTTr possiamo senz'altro concludere che gli
invarianti 9%, di peso pari, coincidono con i corrispondenti inva-
riauti 05 e-che quelli di peso disperi sono eguali ed opposti ai cor-
rigpondenti invarianti fo), ciod che .

e

GO a@ - g0 = g0 ,
057 == 08 5 05 05041 (£=21,2)

6. - Restano ore da caleolare gli invarianti Sh9 yelativi ai poli-
"nomi differenziali — AY, — A%; a questo scopo dovremo introdurre
le [8] e [8,] nelle [7} (che naturalmente 1mmag1ne1em0 seritte eon 16
lettere maiuscole) ed avremo senz’altro

1,0 2 2,0 1
|9} Q;:)_ c.g) ; S‘gl)___ 5-(1)
[ ] ,;Eq’ )-—-‘_""E}(Q) ; 1.(2’ )_""w» ;‘(o_‘)

ol ﬂ+3 % 0@V 2) {o @V
510)2 r:7‘-(1) 9( )IS( 1k (,n +3) 5‘(‘2){35 )}’

—
—
[y

LR )
1p

Py

9P 0= + ”13-59){ SOV — (n+8)3 (50}

(0,0

Il calcolo dopo cid diventa rapidamente faticoso; per caleolarcl g
converrd da prima ricavarel i varii coeflicienti p, g per mezzo degli
invarianti % ottenendo le espressioni

7+ 9 n+ 3) Wy
Qi =50, io = 594 190, 3y g1 == 90+ )9‘”33‘”5 (R 18) sy,

3(n+l
. (n; 3) {0 %3(11) Pt (?:' )[;3&1)”2

3
15@y @ nl9 By n; e

. 2 )
pgimﬁi?,pzzmﬁg + s Doa Pagms T4 o

g .3 1
+3;3—S§2)$3§?)€’— (n+ )“3(12)?]2..
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dopo di che, con un procedimento assai laborioso si oftiene:

n+3

[12] SO 9@ _ 135(“ 5(9) 5(2)33\2)% #1 ‘-"‘2’39‘2)1”
2(n+3) @1 yo® 12(?3—-1) @@y g(n |_3) .
n+l {3 ] 1 2 n+l -[3 J 1 { s [%9 Jf]

A Depspiopy D) )ﬁag)zs‘f’e*ﬁsf’e'~g%%%f’ ol
e analogamente per S§%.

Le espressioni cosi trovate sono sufficienti per il nostro scopo.

Osserviamo subito esplicitamente che le espressioni ottenute per
i 5%9 confermano pienamente il teorema I° e ciod che gli invarianti
del sistema dato lo.sono anche del sistema aggiunto o viceversa,

§3 ~ I sisrEMI AUTOAGGIUNTI. LLORO CARATTERIZZAZIONE INVARIANTIVA.

~ Definizione : Chiamasi autoaggiunto un sistema differenziale
lineare che coincide con 4l p?'oprio aggiunto.
In base a questa definizione, perché un sistema risulti antoaggiunto,
~occorre evidentemente che si abbia

[13] [ Au@d= AD(), AnGo= AL ()
.fl‘ﬂ l Aiz(?;’s) E—A{Q(i) (1) , Aa(2 (y1) = ’”Aw)(”i)

In base al citato teorema i Burgatti-Brioschi, affinehié siano sod-
disfatte la [13], occorre e basta che gli invarianti 8% di p.eso dispari
¢l annullino, cieé chs si abbia G§2+1=0, mentre perchd siano soddisfatte
le [14} dovrd aversi :

1,0 - 2,0} — {2
[15) 0 =3P S0 =5

Introducendo le {15} nelle {9] e [10] abbiamo senz’altro

2 i 1
[16] ~ 9P, S

ciod le due coppie di condizioni 3{%= 9§ $f¥=sf (pel' t=1,2) danuo
luogo alle due. sole condiziom_[lﬁ}.
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Passiamo ‘ora alle espressmm {11]; -si - deducono -da esse le.due
'relanom - '

S&” 3(2) (ﬂ + 3) 3@)% 3@)% ~ (nr 3) 3‘8’”3 5@
|17 ' '
L } 3&2.)= 5,(11) (.ﬂ‘ ; 3) (1)%5(1)% (,n + 3) 3(1)% (1321

da cui, eliminando pbr asempio 9P e sempliﬁc&ndo, risults:
5@, seDi ol g@yge 1Dyl
5(1}%553)54'9(1)%9%3) [ ”%:1”54-9“33”%]

che & evidentemente un'identitd a causa delle [16]; se no deduce che

anche la coppis di condizione [17] ci porta all’unics condizione espressa
da uno qualunque delle [17] stesse. Passiamo ora alle altre due con-

,0;
dizioni 3§"”=5; scrivendo per un momento, per semphmta le espres-

sioni di -Sff' sotto la forma

RO o®, ___4_ 5@ 5(2)2 16

et ' ' 16
3532'0)= 9g2}m Sgl) + wrl S(11) %351)%’ Tarl San %Sgl)ér +A,

1 S(Z) ; 9(2}%

od eliminando 1 ¢ risulta identicamente

16

4 e@ye® . ooy
Wmi[sl %542 #3018 %] n+l

7+

[Py +9<1;%3(1>4r] b Ay A, =0
ed introducendo .in questa lo {16] e [17], se ne deduce la cpﬁdizione
[18] o | : : PO

dopo di che si ha senz’altre

a @ 4l (2
=3, 28 = 3

Me dalla [18] risulta poi immediatamente che anche tuiti gli in
varianti successsivi 9% (che sono sempre di peso pari) devono essero.
; %0
~eguali ; infatti se andismo & caleolare un qualunque altro invariante 9.

(con % =8), questo risulta ospresso per mezzo di 3%, 9¥19 m} 19§21 3&)
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o di invarianti di peso & —4 o inferiore (e delle loro derivate) molti-
cati per 9% (o per le loro derivate) o per 9§’ (o perleloro derivate)
ed infine i termini che posseggono il fattere o¢, lo contengono un
numero dispari di volte. Allora, per il risultato precedente, segue
senz’altro 999 =5P.

Se.ne conclude che, oltre alle condizioni espresse dal teorema di
Burgatti-Brioschi, affinché un sistema sia autoaggiuuto, devono essere
soddisfatte le altre

.S.(lij S 3{12) : ,. 3(1) (3.(2) 0.

8. - Possiamo quindi enunciare il fondamentale Trorema ITT:
Condizione necessaria ¢ sujficiente affinché un sistema dzﬁ"erewmle
lineare, dz fo?ma 9'zdotta

A—il (yi) + A—iE_ (3)'2) + ot Aim (ym) = O
5 Azr{?fi.) + Azg (o) + -0 + Ag () =0

........................

An.:i (?fi) + Amﬁ (?12) R o A—mm (?J,;l) — O

sia auwtoaggiunto & che  gli invarianti differenziali 03 (ciod quelli relativi
ai polinomi differenziali Ay) di peso dispari siano nulli, che gli inva-
rignts differenziali ‘di peso wno, relativi alle coppie di polinomi diffe-
yenziali Ay, Ay siano opposti e che quelli di peso due siano awullé,

Se ne deduce da ¢id il notevole Cororrarto: Considerats una coppia
di polinomi differenziali A,, Ay (%) di un sistema autoaggiunto,
i coefficienti di uno di essi sono pienamente determinati da quelli
dell’altro, mentre i coeflicienti di questo risuliane del tufto arbitrarii,
eccetto quello della derivata (n— 2)™* che deve essere la derivata del
 coefficiente della derivata (n — 1%
Per esempio sia il sistema di terzs classe

{19] - m) + E"(?’;){Pm.fi + %J(zn k)'”’ g(ﬂ A)} =0; (pu=¢u=73=0)
(£=21,2,3] o
affinché sia autoaggiunto deve aversi

. i . v —_ '.' — i
e =y o P =Ty ae = 34
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.

od inoltre-
{ Por==qus _ 7 o Pos=—ttyy _ Poa==s1
Pzz*"‘f_u: o . _ Par==1"14 . : T99=—q's4
Pea=—Q4s Dag=—Ty3 Tpg=—{ss
Par=qra—2g 1a+2¢" 1 Pog=ty gt 5320 : Tes=Qs=3q 33+ 2q 54 _
Poy=qus+0¢ 14-100" 3 +BEY | Pas=-r5+B1 =107, +50Y %wmq35+5q '54=10q" 334k

T T T T T e T T R T T T T T R ) .

mentre i oefficienti pi;, gu, 7 devono esser legati dalle note relazioni
dei coefficienti di un’equaztone autoaggiunta. ;

§ 4. — LiA PORMA RIDOTTA ALPERNA DEI SISTEMI LINBART

9. — Definizionc: Un sistema lneare si dird di forma alterna se ¢
suoi tnvarianti 35 sono nulli, ciod se in ogni equazione del sistema i
coefficienti delle derivate (n . 2)™ delle funzioni, che non compaiono
nelle derivate n”¢, sono le derivate prime dei coefficienti delle de-
rivate (n — 1)™°

Dalla considerazione dei sistemi autoaggiunti, svolta mel para-
grafo precodente, risulta tutta I'importanza di questa forma alterna,
perché ¢ sistemi aufoaggiunti, in base al teorema IIT, sono necessaiia-
mente di forma alterna. ' ' ' '

~A questo proposito & essenziale osservare quanto segne:

Mentre per i sistemi di classe maggiore o uguale a tre, l'essere 98'=0
rappresenta una effettiva condizione a cui devono soddisfare i coeflicienti,
non altrettanto avviene per quelli di seconda classe {(cioé per quelli
in due funzioni incognite} in ‘quanto che, mediante sole operazioni al-
-gebriche e di quadratura & sempre possibile ridurre un sistema lineare -
di classe due alla forma ridotla alterna. :

Bseguiamo il caleolo, per semplicitd di serittura, per il case di
m = 3, ciod partiamo dal sistema [19] perd non di forma ridotta) ed -
eseguiamo. su di esso la sostituzione di funzioni incognite

o) p=3d T (=1,238)

con il determinante Az {3, (2} non identicamente nullo.
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Introducendo le [20] nel sistems dato si ha il sistema trasformato
: . 8
# 3 # e n—k e
[21] 5, V5, Ve, Vi 15_,;(;){1),5,};‘ Vi QYT R, Y =0

dove 1 coefficienti Py, Q, Ry sono dati dalle espressioni

P = 8y - pu Sy 4 quu Dgq + 94 Oy

[22]7 Qu = 8 + Purdip + Qu dan + 705, (8 =1,2,8)
Ry == g + Pay Dy + Gt b‘,,? + 1 Dag '

Pio w8y + 2 pay ey + Qu Vo + 748 50) 4 PiaBus+ Qradoy + Tindas

(28] Qu == DR 2(131': 8yn+ Qix D'gg + 701 3’32) + Piy Syt Qiz Bgp+ 75 xas (¢==1,2,3)

Rip = 8" + 2(pun 81 + @uedaa+ 72 8s0) + Pisdsa+ Qip Ooa+ 72 0
Il sistema [21] & senz'altro riducibile alla forma normale (ciod

risolto rispetto alle derivate n™?) per l'ipotesi di A0 ed effettuando
la riduzione, con la regola di Cramer, avremo senz'altro

] H]
AYM) ( )3(2 Pu u)Yigfm“*’(thisAs )Yé""”+(§f (Y| u)YM—”t
t

T (R

ed analogamente per le altre due equazioni, se indichiamo con A, i

(24]

complementi algebrici degli elementi 3, del determinante A.
Cominciando ora ad imporre la condizione che il sistema trasfor-
mato sis. di forma ridofta, segue

%i Pydy=0, :%—i Qi dp =0, . ?c Ry Ay =0
ed introducendo ivi le {21} risulte

3
Ez H & at+ (Zi I{P!J.)Sii + (2 Ay 9:1)801 + (%—i Ay 7y ) =0

M e

[25] Eleﬁ il (E- m}h)f\m"' (‘2 Ay Qu)baﬁ ( aAi27‘a'1)832 =0

3 8
z -313 3+ (Ze Y 1)h13 + (%- A Qu) o3+ (:%z Aaﬁ_’}‘fi)hﬂﬂ == ()
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da cui, sommando ‘membro a membro, si ricava una. curiosa relazione
3
~ per il determinante A della sosmtumone che ricorda quella di Llouvﬂle
mfatm osger v&ndo che '
‘ da 3

d-’ﬂ 21A11§{+2A12312+E A138:8 b
.-gegue senz’altro

dA

. {26] ' + (Pas + @ +74) A =0

o anche, per essere A == 0:

A == A, e-—f(:!’11+€1ax+'~“31) de

Andando ora ad imporre, per il sistema trasformato [24], le con-
dizioni di alternanza, si trovano le condizioni '

a 13 d (12
T%nﬁm Qn """Ek 9 Qmi ) ‘j‘% %3 anw“&“g{[% ks Qut
138 d 138 d (13 :
'E—%RAMR?LE’_' t*‘“Ek MRkii ; 'K"Elu'-\na ha——*";;jz“é AM?.RH‘
18. . d{13 13 d (13
.‘&‘%AAJ:Q ng:“é“{;i'? %h Ay PME A %r Ays P?&'B';“ ;E% Ayg Pu»

. Introducendo in queste le [22] e [23] e tenendo conto della [26],
dopo calcoli assai lunghi, ma del tutto elementari, si deduce che

( it !‘2! Sii)

devono essere tre soluzioni linearmento indipendenti di certi sistemi
di equazioni differenziali del primo ordine (in generale non lineari) e
¢id conferma la prima parte della nostra asserzione.

10, - Supponmmo ora invece dl conmdemre un blstema di seconda

classe
(o!) + zk(k) -pthtd——h}_'_ quéﬂv‘nk)i -0 (i 21,2)

o di eseguire su di esso la sostituzione

N =0 V48 Yo s (@ =[0almE0; is=1,2)




ACTA e Cooer

otterremo il sistema trasformato, analogo al sistema [24), i cul coeffi-

- cienti, osservando che in questo caso si ha

N
Ay =04, Agp==3,,, Ayp== Doy, Agy =0y,

divengono

Pro== Sap (V4 puaSuy 4 quadas) — 800 (8'a + Pay Suy + gy 852)
Que = Dpe (Vo + Pus Ot + Qus Vo) — O10 (Vag + Tax Sya + Gus Oz
Pot m= — a0 84y + pus Suy + Gua Oan) + 80y (Vay + Pos Sy + Qos o)
Qss - 891 (800 + Pus Spo+ Qua Ons) + B3g (Voa + Pos S4g + Qor D22y

P,= 32258”11 +2(py ¥+ du 8r21) + (Pes Big + f];zgzi)f—
oo 812%3”21 + 2(pa &y + Qo0 0's1) + (Pos Dyy + oo 821)%1
Q= 829%3”12 +2(pu 8’19 + Gy 3122) + (Pig 312 + Gue 823)% - :
— ‘12% g + 2(pay g+ VAT Izz) + (Pas Byp + LT 322)%,
Py = 321%‘5 Ty 2(1)“ ot Q) + (Psz Bas + Qie 851)% +
+ By %’5 gt + 2(})91 My + EN by 21) + (19.;2‘\11 + Gap 821)5‘,

Qze = — 521%‘5 s T 2(puy Ao+ Qe ye) (Pae S4q + Guo 822)%
+ 811%‘\ o5+ 2(Por Vg + Cua b 20) + (Pﬁzsm + ¢a 522)%‘

Imponendo che il sistema sia di forma. ridotta, ciod che sia.
11 = Q’El = (), segue

(3223_'11 - 8128’23) +.(P1 822 "‘Pmsae)su + (I 322 - qzl 812)821 =0

(311 Sr '”“S ) — (Pn 21 " Pyt 11)8;2 \5’11 Qm 831/S

da cui, in analogia alla [26]

: dA
28] ot (P G =0 .

Le condizioni di alternanza, per la [28] divengono

p

.Pzz . ___mzzj .
A ?

wo &

A dx

Q2 i Qy
A dx
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considerando .la  prima di queste due e introducendo in essa le -espres-
sioni sopra trovate per Q,,, @, otteniamo facilmente -I'equazione
_algebrica di secondo grado in 3, 3,,:

J Slemq'“——q“(p”+q21)53222 +
: %Ple 9'22 P 11+QQ1+Q atpP 115812 2 %P%__P’m_u)u (P“_i_q“)azw__

‘e questa stessa equazione algebrica si ottiene per 3, e d,,, tenendo conto

della seconda delle condizioni [29] di alternanza.

3, 9,
Se ne deduce che i 1‘&PP0rt1 —\;-— ;3 risultano radici dell’equamone
di secondo grado. i1 Y2

{80} -:._qu—g'n—— 1 (Pl t+ QQl)k2 +
+ 3?12"7%2_?’1 x+g’21+ Q221”P21 1% ke %psz“"p’m'i"ipsz(f)a a+921) =0 (1)

Se allora indichiamo con %,, %, tali radici, avremo

8 kaB

21

822 = kusw 3

11 ?

dopo di che le [27] -divengo.no

. l UG% o kl)slll + Ucl k‘z 4y TP kz — ]"‘1 — Py — k'x) ’\\u -
l (ky = Ty) BrlE + Ty ey gy — Py oy — @ By — Doy — H) '812 =0

che si integrano con quadrature. .

E con cid il nostro asserto resta completamente verificato o ciod
resta dimostrata la profonda differenza che intercede tra i s1stem1 di
seconda classe e quelli di classe maggiore.

(1} Osserviamo esplicitamente che se partinmo da un sistema avente gid la
forma ridotta e clod se py, =y = 0, la [80] assume la forma mvmmntlvn, par-
ticolarmente semplice .

Mg @
g o Frgl—my =20

dove 7, & 'invariante p;, — gg -






