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SULLE VARIETA RIEMANNIANE NORMALI
A TRE DIMENSIONI ¢ )

ANGELO TONOLO

Svaaarivd. — Varistas riemanniana trimn dimensionum dicitur regularie
sen normalis com ex tribus ipsius congruentiis principalibus effici possit triplex
quoddam systema ortogonale superficiei. Hac in Nota ostendit Auctor asguntiones
necessariag ot sufficientes quibus satisfacere debent componentes intrinsecae du-
plicis tensoris covariantis Ricor, vel componeutes Lensous fondamentalis vauetams,
ut varietas ipsa vers normalis sit,

"

PREFAZIONE

Come & noto, il Branomr ha chiamato nermali quelle varistd
‘riemanniane a tre dimensioni nelle quali le congruenze principali sono
normail, nelle quali, ciod, le linee di tali congruenze sono le traiettorie
ortogonali di mn iriplo sistema ortogonale di superficie. Sorge spon-
tanco il problema di caraiterizzaro tutte le varietd V, nelle quali si
verifica tale circostanza.

Al problema ho dato dapprima, com’ers naturale, una trattezione
puramente geometrica: fissata in V, una, comunque scelta, terna or-
togonale di congruenze di linee, i canoni della geometria intrinseca del
Ricer permettone di determinare una terna di invarianti »,(=1,2,3),
il cui annullarsi caratberizza le congruenze principali normali della
varietd. I §§ T e II sorvono per dare a queste funzioni quella forma-
che & essenzialo per lo sviluppo dei caleoli seguenti e per stabilire
un'identité che & fondamentale: essa & fornita da un giudizioso tra-
sporto alle varietd riemanniane di una identitd chd il WemwearTex
segnald in un problema di elasticitd per lo spazio ordinario e in

(*) Momoria presentata dall’Accademlco Pontificio S. E. l‘mncesco Boveri
nella Riuniono del 7 g,mgno 1549,

8 Acta, vol, XIIT,
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coordinate cartesiane. Nel §1V si mostra che l'annullamento simul-
taneo degli invarianti »/, porta, in forza della identitd in discorso,
allannullamento di altri tre invarianti I,. Pertanto, le varietd normali V,
sono caratterizzate dall’essere identicamente nulle tali funzioni L.
Queste sono scritbe in uwna forma assal compendiosa, e contengono
" solo elementi geometrici della varictd, quali sono i coefficienti di ro-
tazione di Ricor della fissata terna di congruenze di llnee, le compo-
nenti intrinseche del tensore doppio di Riccr, che in tale varietdh so-
stituisce con vantaggio quello quadruplo di RrsMaNN-CHRISTOFFEL, ©
lovo derivate ordinarie rispetto agli archi delle linee della terna fissata.

Nell’ultimo § le eguazioni I;=0 vengono trasformate in modo
da ottenerne altre tre, ove figurano le componenti del tensore fonda-
mentale della varietd, Je componenti del tensore doppio di Ricer e
loro derivate covarianti rispetto al ds® di Vg, ciod, in definitive, le
aquazioni caratteristiche delle varietd normali contéengono sole opers-
zioni di derivaziono eseguite sulle componenti del tensore fondamen-
tale della varietd fino a quelle del texz’ordine ineluso ().

§ L - Prerrviranrt

L= 8l (7, 87 N 7 Bl i Ly 7y 8= 1,2,3)

1 DR ds® = a,,, (a*) dar da”

l'esprossions del quadrato dell’clemento lineare di una varietd rieman-
niana Vya tre dimensioni con riferimento alle variabili z*. Denotiano
con @, le compounenti del tensore doppio covariante simmetrico di
Riccr, che nelle 'V, sostituisce con vantaggio il tensore guadruplo
di Rieaann-CHRISTO¥FLL., '%upponemo che tale varietd abbia distinte.
lo sue tre curvature prineipali, cio¢, che siano distinte lo tre radici
dell'equazione cubica in p

o D@ =l bt =0 . ,
In tale ipotesi, il sistema di equazioni lineari ed omogeneo nelle
incogite 2 '
’ 3

3] ) (% m,)/ w0, (p=1,2,8),

*y Un rassunto dolia presente Memoria si trova nella mia Nota: Sulle varietd
piemanniane o e dimensiond. « Rendicenti dell’Accademia dei Tinceis», seri 8%,
Vol. VI, (10498),
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ammette, per ogni radice g, della [2], una e nua sola soluzione -

z’\v’ — R a )
h 1
per la quale si ha
. /) LY
[4] _ @y, AN =1 ‘
) hooh

Inoltre, a due radici distinte g, ¢, della equazione [2], corrispon-
dono due soluzioni

o "y o o
D A
% 2 i k

vincolate fra loro dalla relazione

[5] Gy N2 e 0
h k

Pertanto, nella fatta ipotesi, & sempre possibile determinare nella V,

una ¢ una sola terna di congruenze di linee di parametri- 2" che sod-
n )

disfano alle [4], [B]; queste si possono compendiare nells sorittura
4 . ) I'IL ,'V
[GJ Oy L3 :Shh '
hook
ove 9, denota il simbolo di Knroxmowrr, Lo hnee di tale congruenzo
sono quindi mutuamente ortogonali nella varietd V,. Denotando con

¥, 1 momenti della congruenza in discorso, definiti dalle posizioni
[

a ‘v
Ny=ap, A,
h I

alle {6] possiamo dare la forma
l“’
PRPREEY N
Lok

Queste idenfita, come & notissimo, sono equivalenti alle scguenti:

7 - URCHE Y
hooh

essendo sempre 3y il simbolo di Knonzoxes.

. oo - - . * " r . .
Le tre congruenze di linee individuvate dal parametri »” o dai
: R

momenti V', si chiamano le congruenze principali della warieté V.
[ .

L'insieme delle tre congruenze verrd in seguito indicato con A’

2. — Per il seguifo, 8 opportuno sottoporre il sistema [3] ad una
trasformazione. A questo scopo, associamo alla terna principale A’ di
congruenze una seconda terna ortogonale di congruenze, comunque
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- scelta in 'V, che denoteremo con A, i cui parametri e momenti ver-

ranno indicati rispettivamente con 1", X,. Avremo intanto lo relazioni
. Tl h

I =0, LS

3 ?(‘

Demgmmno rispettivamente con [A], [#'] le congruenze delle due
terne A o A', con A, I’ le linee di gueste congruenze passanti per un.
medesimo pu11to di V,, e infine con B, 1 coseni degli dhgoli formati
dalle linee delle due terne, sulle quali, naturalmente, & stato fissato
‘un verso come positivo, ¢ precisamente, B, indica it coseno dell'an-
golo che la lines 2’ forma con la linea k& passanti per uno stesso puuto
“della varietd. Si ha

[9] o e Bltk: )‘Ju_)‘gx v
: L - A I

A (3
“Avendosi
L Ry =2 Ay PN
) h 4
si trae, in forza del secondo gruppo delle [8],

o] =2 Dy -
s ' b

Tntroduciamo gli invarianti w,, definiti dalle posizioni.

[11] = s
Dalle 1dentitd
(Zpy — P a}w)}'v =0, (n=128),
rid&{ria,mo, sostituendovi le 110}, {117,
(@50 Xy — o M 22" =10,

) i g i 4 I

'od_'a,_nche, in virth delle [9],

{wy By — 2 ._.E‘M)_ 7_\u =0, (=12 3) ‘

Moltmhcamdo queste identitd per 7\“‘, sommando rlspotto a

otteniamo, Lenendo conto del primo gluppo delle [8],

nel o eyby—pbe=0, ¢=128),
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ciod, per un fissato %, il sistema delle tre identitd

(00— pa) Brg + 009 Brp + 049 Pra =0,
[121_]_ . @y Par + {orgp — pr) Bue + Weg Pra=0,
gy By + ogp Prg + (W3 —pa) By =0 .

Pertanto, le p, sono radici dell’equazione cubica in p

[13] fom — p O] =0 .

8. — Denotiamo con 'y, Yuy rispeftivamente i coefficienti di ro-
tazione di Riccr relativi alle due terne A’ ¢ ‘A, definiti dalle posizioni
[14]  yuy=2"2"T00 . 18] ya= T A =0 TR

i n : iy i n

ove il simbolo 7, (") denota derivazione covariante (contravariante) ri-
spetto alla forma [1]. Peril seguito, interessa esprimere le ¥y per 1o 1ay.
A. questo scopo, osserviamo che si trae dalle [9]

Yo
donde, derivando covariantemente rispetto alla forma [1],
Ve ?;fu == P Vy ?L\p; + ?;,:, Yy P
- Ma dalle [15] si otfiene, in’ virth del secondo gruppo delle [8],
| Vo ?lflszJeffz‘u }v 1 B
quindi, sostituendo nelle [14], si 1'ioa;Jva,, per le [9],

I ;3 ; y
A ngg == E:jhk {pr fﬂjq Yipq + {ano)} vv ﬁhk .
i

Indichiamo econ il simbolo 9; derivazione ordinaria rispetto al-
Yarco o; della linea j; si ha, per un generico scalare f(z}),

- o , dav ., D .
[16] Of (@) = 5 fla”) i 3\ PyeTACY: =} Ta f(®*)

Avendosi

"3 detw, vol. XIIL,
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tenendo conto delle {16}, risulta
[17] it 'w = @fq [{‘inp BM Yhpg T B 2, E’hh]

Quesbe formmule nsolvono il ploblema che cl eravamo proposbo.
“Ad esse si pud attribuire wn’alira forma. Intanto osserviamo che,
essendo nove il numero dei coefficienti di rotezione distinti nella 'V,
di una generica terna ortogonale di congruenzoe di linee, possiamo
liberarci dalla notazioue a tre indici, per sostituirvi quella a due
indiei, ponendo (*) '

18 ' == et hazk .'thazTh+!.h+2k .
Ricordando che
Tig=0 y  Yipe " ']'p?‘a:o )
si trae dalle [17], con ovvio scambio di indici,
[19] '}"h+u.+2nmth[@mzus Brogsi— Prssi Bratiss] "|’fsa;iq‘*' Pry Brane g Brase -

Ma nel determinante [Fp:BusiiwePbrroive] 'elemento B & egualo
al sua complemento algebrico, ciod alla differenza che figwra fra le
parentesi quadre [ ] dei secondi membri delle [19]. Abbiamo pertanto
le formule definitive, scambiando ¢ n j, '

]20] - Pr;.n: B { Bas 03y Brrni 05 Brgons] -

§ TI. ~ CoRDIZIONL DI NORMALITA DELLE TRE C‘ON(\HUI‘N/](‘ PRINCIPALL
ToENmIrA FONDAMENTALE

1. = In un gencrico punto P delle V; consideriamo le tre linee '
che appartengono alle tre congruenze plmmpah Wl e le tre giaciture
ad osse rispettivamente perpendicolari. In generale, queste tre giaci--
tnre non saranno tangonti ad un sistema triplo .di superficie necessa-
riamente ortogonali mel punto P.

(1) Ora, o in seguite, considereremo equivalenti g,h 111(1101 che dxﬂensoono tra
-}oro per dre o per un mulmplo di tre,
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Noi vogliamo caratterizzare quelle varieth V, nells quali invece
si verifica fale circostanza, non solo nel punto P, ma in ogni altro
punto della variets. Per tali V;, o solo per esse, accadrd che le linee
principali costifuiranno le fraiettorie ortogounali di un sistems triplo
di superficio ortogonali, ciod le congruenze principali saranno rormali.
Come dicemmo nella Prefazione, il Branomr chiamava allors normale
la varietd corrispondente (). o

Prendiamo in considerazione la congruenza [A), e ricordiamo che
essa & normale solo e soltanto quando & nullo linvariante ‘

[21] = P g g P’h-i_-2h,+2 '

Dalle {20] ricaviamo - |
Ot et = Prgasl Brpae Pt P Pussi] 5
Frrenee = Brrag[Busas Py + B.)'H-l:l.iaj Bl

" Possiamo serivere

Prstnet=BraselBrors pirt Bai® Prsed] + Brvsinr (Bt Pross+ PuiOpny Braosl +

al 3 £
+ Bngrean]Prasipirs BriQice Brued]

Pfh-i-zh-r 0= Prwni Prass et Prs 0 Bl + Brnsiss [Brosipiors ¥ PresiOur Bre) +
+ BniaivalBrani frive + Brsri Cinn B
donde, sommando, si ricava )
{22] 7 v Pﬁ'[@:_.,.ii + {5;2,4.“] b Piiat[Prrss Brrrins + Braai Brsoeas] +
+ PirneBrati Brarinn * Braoi Brvoen) +
B Bras i@ Brpei b Braa e Bresi @ Pust+
Bt Brasoas Pt Do+ Brrs Brasiss Qras Pus +

o 0
+ P Bratisa Qe Brva it Brvss Brrairs Qins Prt -

(") Braxomr, Ricerche sui sistemi dripli condugati con una fomiglia di super-
ficie applicabili sopra guadriche, {« Annali di matematicar, Sorie XL, Tomo XXIIL,
(1914)], 1 in questa Memoria |§2] che il Braxcm adopera per la prims volta tale
locuzione. o ’ L
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51 ha
o 2 2 -. ’ 2 2 i 2
Pt’_i[Bmu + Bhanil = pull— ﬁ:-ej = pulBrape (ahnz]:lf’tﬂ tes + PrazivelBre s
23 TR o
(23] PripilBrrie Brasins @ruzt Bresere] = — punaa B Bases
B Pi.i+2_[ﬁh+£i E‘h+1i_+2 + [5h+2; Bh+2i+2] = Piive @M ﬁmiwm — Pt ﬁni @MH ]
{24:] B @:bm'a.- Brrost Buvas Cngie0s Pui=— Bhi—i([ﬁhhioi Pregive +

.+ Bh+2i+iai B.’u‘+1 + ﬁ'hi*\-?ai [')’h+21+2 + pi&+2{+?9i @hi+ 2] .

Con ovvi scambi di indici si vede allorn che quella parte di
sommatoria che figura nelle [22], i cui addendi contengono le derivate
rispetto aghi archi o, si riduce soltanto alla sommatoria

igﬁ} Bn+2i+i E’h+i1‘ Di+1 ﬁ'hi '+ (5h+2i+2 ‘E’h+11‘9€+2 Bhi - (‘3‘11,4-1‘:'-\-2 [5?;4-22'914«2 [i‘«i -
o E‘n+&1+i ‘ﬂh+31‘0€+1 siai: G.’u’+‘2 DH-J. [5hi - ﬁlali+i Di+2 Bhi ==

== @M‘[Diw PJhi+1 - Oi-\-i Bhi+ 2} .

Tn virth delle [28], [24], [25], risulta dalle [22], scambiando l'indice
in k, ' S '

[26] 1= {'lhhianz ﬁuu —Opit [?Jh,ms] + (3;2‘;; Lyp + [?’ka Brnet nrer

ove

[27]  Toa== tarcars  Prazrez 128]  ~Thags= fursst Phadn -
‘Concludiamo pertanto che la congruenza [A7] & normale quando

[29} : =0, o |

_ovo 7', ha V'espressione [26], e soltanto in questo caso.

9. —~ Faceclamo le posizioni
- 130] G = an — PO
consideriamo i due determinanti.

B G@=loml, 1B e=leul,
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e degigniamo con G, il complemento algebrico dell’elemento q,,k nel
determinante G(p), & analogo significato abbia il simbolo Q. con ri-
forimento al determinante Q. La ¢ che fignra nelle {80}, & una fun-
zione delle #* per ora arbitrarin. Poniamo:

. . " 2 - A 2]
K’@= (Tim {Dk+2 G‘nm-f - Dhu G‘Mw'zJ y Kg = G'h}c Ty, + th G’th} Al )
. R o
K, ==K, + K,
- Q Q ¢
[33]
L = o[ Viss Onas— Vigs Oz 3 Lo Qun[ Vs Opgogs — Vst Opnge) s

I3 = th [Vh-hz glM'.'.+{ - vn+£ £2hi‘l,+2] .

In queste posizioni il simbolo V7, indica derivazione covariante
intrinseca con riferimento alla terna di congruenze A, i parametri di de-
rivazione essendo quindi i coefficienti di rotazione di essa, ciod le gy,

¢ Vogliamo stabilive la seguente identita fondamentale (*)

[W] - Ke{= Lol + 2.‘[2 o: + 1y

ove g; denota una gualunque radice dell’equazione G(p)==0, che &
‘1a {18} gia considerata.
Cominciamo intanto s dimostrare l'idenfitd

{\VI] . I{Iem Iri 92 4 21{2{) + I’ﬂ y
valevole per ogni funzione p delle a* e dove &

) I'y = mhn%n ) Ty == Qi D=0, W,
(34 A

L3

4".’:% = Dpp Oppps — ktd Opnt2 4 107 Dhg D‘h_k+£ o Oyyg e

A tale scopo osserviamo che si ha

. Gun = p* — (Onatnes + Opannre) @ + Qus
[85]

Grnes= Guan= Opnad 0 et = Opagn p+ Qgen

(*} WenaARTEN, Zur Theorie der isostatischen IFldchen, [« Journal fuir die
reine und angewendte Mathematik, Band 90, (1881)1. Nel caso dello spazio ordi-
nario e in coordinate cartesiane la (W) si riduce all'identith stabilita in quostn
Memoria {§2]). Va oaservato che qui si trova un errore di stampa, dovendo il
secondo saddendo del secondo membro essere preceduto dﬂl segno +. Lierrove
& corretto nella Errata-corrige del Volume
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Nella - espressione di -K, data-dalle {38], sostituinmo le [85]: te-
nendo. conto - solo dei termini che contengono le denvate della p,
abbiamo che tale.somma parziale & .-

- . 2 t v ) .
e~ (Onpines + Onpana) Pt Qo) [@nnst Oz 2= Oana2 Onga ol +
+ [osner pt Qny U [@nnpe@np + {@p41ne1+ Oy ronee) Onrz ™ 20 Onse o]+

" )
+ [Opppep + §~J¢n+2] [2pOpasp— (Onpsnet® @y ap142) Qhtt P Oppgd 2up) -

i
Vogliamo ora determinare il coefliciente, in tale somma, della
derivate 9,9: con ovvio scambi di indici si trova che tale coefliciente &

o
{_P.z — (5 4 PJn+2n_+2_) 2+ Qk-f—lk-l—l] Bhel n42 ™ [E” "_(mmb +0p4g fiel) p+ Qn42 mz] ©h42n41F
St [mh'h-rl Pt th+lj Opna2 +-I(')h-|-1 w2 p b th-lm-‘z} [':')Inh + Opsanea - 2 PI +

+ [mh;i-% h-.l-l. o+ Q42 h+1] [9-' P_"" (mhh + Lf’h_--a-ih«s‘l)]_ - [(”h nazp J'M-.‘Z] Wl -

5

Eseguendo il calcolo, si riconosce che il coefficiente in discorso vale

' Onne2 e net + Onitnag Qratnar + Opsonie Qnagnal —
[36] S :

— @pnt Qurrz— Onat hel Qprinee — Orpeni Rai2riz
Lo somma dei termini nella [36] preceduti dal segno + & nulla,
perchd, con riferimento al delerminante o], essa & la somma dei
prodotti degli elementi -della colonna / + 2-esima per 1 complementi
algebrici degli elementi corrispondenti della colonns A +1-esima, Per la
stessa ragione & nulla la somma del termini della 13(5] che sono pre-
ceduti dal segno —.

Concludiamo pertanto che i coefficienti delle derivate della fan-
zione p che figurano uella [W'] sono identicamente nulil: quindi la
esplicita espressione di J, non contiene tali derivate: essa & pereid
un polinomio nella p. Si riconosce ovviamente che in (,b‘SO & nullo il
coefficiente di p*. Possiamo allora scrivere

[8v) B < o=Apt+Bot+C

-qua,lunque sia p. ‘Caleolinmo A, B, C. Intanto, la espressions di C
& subito trovata, perchd dalla [37] si deduce che C & il valore di.I<,
per p.mO Porcid, dalla pr1ma delle [33] sl trae

0= [K'olo= =0== Qa[ Oz D A O Qnreag) 5
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clod .
[38) ' Qo I
Calcoliamo A. ; il coefficiente di p* si determina dalla Ky ove al
posto delle Gy, si pongano le {35]: per tale coetliciente si ha Uespressione
A= ?m-z Qnra — Ot Qs — (Opines + mh-!-ﬂh-l—‘a) (Pnag Oppt __Dk-l'l Wy n-m) +‘
+ % 0;, 142 + Ong2 Onad it + Oha2 Opp2hen % Op ot —
- %Dh OpRet + Ongl Oped sl + Okpl ORi2nen ‘ Onpe2 -
Nella sommatoria, vispetto ad %, di Dnig Qunst — Onet Qungg, 1 tor-
mini si elidono due & due; la somma rimanente si pud serivero cosi:
© @y [Opsn ©ppg1 - Opar (i negl + Oppas {Dn 0)5;1. P - Op42 O] +
+ Opaag [911-1-1 oy == O O +1] .

In definifiva risulta

) A= W [Dk+2 pal ~ Oppl O mz] )
clod
[39) - AT,
Caleoliamo B: questo coefficiente di p nella espressione di’ K, vale
Qo [Praz @21 — On 1 O na2] = [Ona1 hat + Ops2nag) [Pnee Qunet — Ongs ansg]
+ iah Gpnee ah.-l-z 0341t ok D.Tz.-f-2 mh-b)’&i’c-l-f&j Q*k wl {Dn 'Q-h 2 DIH-?, Qy h] Whpge1
- [Dh 0y hel + Onst G +1hel F Ppga 93!:--;-2:‘11-‘&' Qpnsnt |,9h-+1 Qp Dn L5 -M] Op 48
.y ) . ’ .
cloe
[4O| Qh-hiDFHQ 0741 = Ongl B IH-2] + 41 [Dh Of 742 — Opag Wy h} +
+ Qs nan I,D.Tl +1 W, = O oy, h+1] + g {Dh.-n-fz 20 01 — Oprr Ly }H—Q_} +

+ Oppa [Dh. ) g — Puge Oy In} + a2 {Dh +1 Rnn — 2, 82, ?H-].] .

Prendendo in considerazione il determinante [u,,l, usafruendo
della proprietd gid richiamata per il calcolo del coefficiente O, con
ovvie derivazioni delle identitd in discorso, si riconosce che la som-
mastoria (rispetto ad %) applicate alle quarta, quinta e sesta espressione
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che fignra nella [40], & eguale alla sommatorie (¥ispetto ad A) riferita
alla prima, scconda e terza espressione che figura nella - medesima.
Concludiamo pertento che &

- B=2 Q]z;'c [91c+2 Wp sl — Dyl 07 ;fc+2] y

ciod

[41]° ' " B=21;.

Lidentitd [W'] & pertanto completamente verificata.

Eseguendo nella K, delle [33] la sostituzione delle [35], ed effet-
tuando il caleolo, si troversbbe per K, un polinomio di quarto grado,
nells p; ma se, come supporremo d’ors in avanti, p indica una radice
dell’equazione secolare Gt(p) =0, vedremo che questo polinomio si
trasforma in uno di secondo grado in p. ‘

Fissiamo un valore per & ¢ consideriamo lo somme

[42] G" = G+ Ghe+ Gl
[43] l M = Gy Guett + Gra Grare + Gua Gots -

che figurano mnel secondo membro della K. Cominciamo a trasfor-
mare la [42]. Ponendo al posto delle Gy lo lore espressioni [3b], e
sviluppando i quadrati, otteniamo

4 Of o~ 2 2 2
[44]) - GM==p* —2{wp1ns1+ Onaz nat) PP+ [0n a1+ Ok nsat (Onsthatt Oraiae )

+2Q, h] P2 +2 [wh n+l Qnnatt Oppa2 Qp 40 — (Opeg a1+ C”h+2h+2) 'Q'hh_] p

2 2 2
-t th + tha—l + th_+2 .

Indichi ora e nel seguito p una qualungue radice dell’equazione [13]:
per tale valore & nullo il determinante G(p) e quindi & nullo- anche
il suo aggiunto ||Gh,l; sono percid nulli, per un noto teorema, tutti
i minori deol second’ordine che si estraggono da questo; in particolare,
sono nulli tutti i minori principali dellagginnto di ordine due: abbiamo
pertento le identitd '

£
2
: G’hh _Gh+lh+1 — -G'h.h-s-l '
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le. quali dimmo, surrogandovi le [35),

2
ot — [Onn+ 0ns1 20t + 2 0ps2n42] 0= [0 141 — (Onn +Oneanie) (a1 et -
+ m.?H-‘ak-l-Q) e Ly g, — 441 h+1] P2_+ [(mh nt 02 3‘14«2) QA

2
+ {One1re1 +Oni2n0) Qust net 208 101 D na1] P Lizer — Pan Cratnag «

Queste sono tre identitd: fissato il valore %, associamo alla

identitd, («), relativa a tale indice quella, (§), che corrisponde al va-

lore

h+1 dellindice, e poi l'altra, che diremo (y), che corrisponde al

valore A+2 dell'indice: poi sommiamo (x) con (y) e sottraghiamo (B).
Si ottiene

[45]

[46]

che

94 — 2[00p41 041+ 000 ne) pP = [mi el m;imz — 60%4-1 nie— (Opn + Onsgne2)
(m]b(-lh-f-l + 20 pag) (wan+ C'Jh-r-l}wl) (Oh41 741+ g2 ft+2) +

+(Qnn+ Ope1 1) (Onn+ Oniznag) ~ 28] p° +

+ [(mh Bt O k+2) Qp3 ‘+ (fﬂk nt Opinne) ﬂh-ﬁ-l_i’z-l-]. + (wk Bt Opy 7:-»5-1) Opp +
+ (0541 24t + Opsg 12) Qa2 nro— (wm + 0,51 hsl) Dot nt —

- (whh'l'mh 2ne) Qaae naet 205 et +Q.?LI‘H 102280 2041 a2 R 1h+2}?"

Q51 B, Lt ot + D g o= L1 isneet Daatner Qnss ez ~ Lt ra
Sommondo la [44] con la [4B] si trae Vespressione definitiva

-2 2 2 - SR
G = [, + 00 1 + 03 e + Qpn~ Qpat it — Qpyaneg) o¥ +
+ [4 Opnst e+ o g0 D, a2 — 2 Wit nae Qs a2t
T+ (2 Wi fy = Of1 4l == Ofa fos 2) Qg7+ (‘0 Terd a2 mhk) Q]HI n+lt
Q Jo+ 0%, 400 QO paa -8 Qi Qatns
+ (“’?H—i nel— 00} Qa0 h+2_i prridnn+8n net + Lnpe -0 40— p Qpap o1t

2 2
+ Q0 ne — Qun Loz nag + Lt ne1 Qe noe — Wad o

& un polmomlo di secondo owdo nella p, radme della equamone

_secolare [13].
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Trasformiamo ors la somma [43]. Poichd, come dicemmo, sono
~pulli tutti i minori del secondo ordine del deferminate u.gglunto Gl
possiamo serivere _
G — Gae Gips
. — H
Gtz Ghwiz Grasy

donde

{47} " Gr= Grnes [Guy + Grag + Gia]
dalle quali, sostituendo le [3D], si .ricavn

[48] G+ = By PS + {850 — 2wy per Qa]p A

+ ["-‘_h.w LD — 200, 2] 0 4 gy 9y

ove
Q== 0y gy Oy 5 Qo= Qi+ Qyot Dag

‘Ma essendo p radice dell’squazione [13], abbiamo
[49] . Py ot Qop+Q, Q=[] .
Ponendo nella [48] la [49] otteniamo l'espressione definitiva

I.BOJ . G-I”H-i ]wh k+i ‘Q‘i'l 3 Q.'ai'¢+i| P - 2 IQ‘M'a +4 Qi + (")MH i. 52 ] ?

A= ggs o+ B 0pna Q.

Tnfine, sostituendo nella K, date dalle {33], con ¢ vadice dell'equa-
- zione [13], le [46] e [00], si trae

(W' Kom=Iip?+2T0p+ 1y,
ove

L ) a 2 2 -
[61] - Iy== Dy [whn+ o+ oimet G — Dt ke — Sras haz) +

+ Fh 15 {f-')h B4l -Q‘s + 3 Qh h~|~1] )
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v 1. . :
[62] I2=T§"‘ Ton [40nnat Qurat + 4 0nnp Qoo — 2 0yt nse Qnernsg +

~+ (2031‘: B 041 el — Wieg i‘c-l.2) Quy + (mh+2 b — whh) Q551 rel +

+ (@ne1 et~ 1) Lisznin] — Doner [Rona1 4 + 0 Q]

Cp a g a e .
[53_] IS R th [Qhk + Q.’: 41 + 'Q‘IL R + Qh bl QI: I Q}|+1 el F
2 2 :
+ Qg Qn Lag g + Qotsat Lreosre — Vit aen] +
+ Flt R+l I_Q!f Rl ‘Q‘B + 3 Oppe IQ‘]

Queste espressioni di Ty, Ig, Iy possono subire una notevole tra-
sformazione.

Lo esplicite espressioni delle £, si traggono dalle [35] ponen-
_dovi p==0: esso sono pertanto

' 2
_ AN W1 et D048 512 O 1a2

Qnni1 == Q441 b = O 442 Opal 2 — Of hal Qg hgd -

Ponendole nella {51} e sostituendo nella medesima al posto delle
F;,;,, | AP le [27], [28], g1 trova
51 X0 = wua[(pres g + Phe 242) Ot Phksd Oh 4l = Dhds Onfa2

P 212 D2 o] = Phat hal B2 a2 P2l gl e — Pt by @ Oheful o4 1]

Pit laborioso & invece il ealcolo per mettere I sotto la forma
seguente :

- -y
[62:]  To= @2 [(pruct b1 + prosa i) Ops — Pk k31 ©pEs1™ Dppre O hyg
T ERYLAH CAgR R A1 " Phtd Bop ] g oo + Prd2 el Ol 2 = DA k42 Ol byl -

A questo scopo osserviamo, che se facciamo la differenza fra i
secondi membri delle [52] e [62,], la differenze fra i termini che con-
tengono a fattore £, vale '

[B5] - al[@panaa + prats) Wppeaet + (200 na2t prrn) 04 nsn)
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mentre quella fra i termini che contengono a fattore @p41 &

(661 - Qs [Consta+prit) Onnt (2panert pra1n) Qastirn+

+ (Donnret prann) Onrtpazt (2041 a2V fhrearl) Oh s

7 La differenza in discorso & eguale pertanto alla somma delle {66}
e [b6}: questa si pud scrivere cosi:

[67] Prerral(@n pg1 Bia+ 0pa it Qierp + Ozl Qapon) +
+ 2(0nn B aerr + Ot b Dt a1+ Opp Rppaga1)] +
+ opre p [(n b2 Rt + Ot rr Qi 5+ Oper forr Rz a) +

+2 (mln h Q‘In hr s Oparh Q!r‘l"l A R T F ‘Qh-i-ﬂ :'r+2)]

Ciascuna delle somme contenute fra le parentesi rotonde & nuila,
perché somma di prodotti degli elementi di una riga del determi-
nante oyl per i complementi algebrici degli elementi di un’altra riga.
11 nostro asserto & quindi provato, essendo identicamente nulla la [57].

Quasi senza calcoli si verifica che espressione (B3] di Ty si pud

dare la forma seguente:

[63,] I§_= Q4 [(patr a1 Prt2iga) ik Pii1 Epbopr — Prate pigr +

t Pt et Qpr bl — Prerr 2t Rngzban + prr i igrigr — opz k2 id ) -

_ Infatti, ricordiamo dalla feoria del doterminanti, che denotando
con &% il complemento algebrico dell’elemento &4; nel determinante
Qar], sussiste I'identita

Wy Qe L

Con questa osservazione, il coefficiente di 'y j4a nell’espressione [H3]
[ M - : .
di Iy si pud serivere
Qppr1 So. 4 3 Q51 -

- Dopo di cid, basta confrontare le espressioni di I'f e di 1y date
‘dalle [B1} e [B3]: si scorge che si passa dalla prima’ alla seconda
" per materiale sostituzione degli elementi wyy ¢ relativi complementi
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algebrici £,,, con gli elementi 2, ¢ relativi complementi algebrici Q3.
Percid, per avere la trasformats di Iy data dalla [63], basterd sosti-
tuire nella [B1,] alle w,y rispettivamente le Q. Abbiamo cosi provato
quanto avevamo asseribo.

Ricordiamo ora che, prendendo in esame, per fissare lo idee, lo wyy,
Ie loro dervivate prime covarianti V7, com referenza alla terna A, i
‘parameliri di derivazione essendo, naturalmente, i coefficienti di rota-
zione di Rrocr vy, sono date dalle formule

(58] Ve O = Oy W + Yiaz Oan+ Yewz O
Consideriamo la somma |
L=1+1) .
Ponendo al posto delle T;, Iy lo espres,éioni date dalle [89] e [BL,],
si ha
[59] I.=ou [Ost2 O i1 — Pss B seper + (Prepet gt + Pz ied2) G =
= B L W Jedr — Ph a2 Waitbe Tt Padd ks Ot bl —

" Qi et Biden iz F P A1 041 b2 T D2 e 04kt 21 )
Dalle [68] si tras (si rvicordi che vy, = 0)

ez O g1 7= Qppn T AR L FARY AR RO AR AR R PR SO PR AR

T Y apl k42 OnzF Y ad2 b ade Qaidr

ovvero, con la notazione a due indiei per le y,y mediante la posi-
ztone [18),

[60) Vate @piegs = Opgz Onnt1 = pat2ike Onpr g + pat /c-l-; Wtz o +
+ Pt e Was — Prite Witz -
Analogamente si frova
{61] i 0aspe=0pp 0y Atz P2 /.:4-1‘ Wt bt PR 41 g2 ez —

= Pl Wa g P a1 Wa g
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-+ Bottraendo la {61] dalla [60], si oltiene il coefficiente w,, nella [59].
Abbiamo pertanto la. formula definitiva 3 : :

(62} 1, = [ Vage Wantr — Virgr Opstz) +

- In modo analogo si otfiene

[63] L= Il?. 4Ty = Qe [V Waseds — Vi1 Wasedz]

(64] Ty =L+ Ty = Qs [Vigee Quzr — Vi Qisa] - _

L’ identitd [W] & pertanto completamente dimostrate.

"8 111, - CoNDIZIONI NECESSARIE I SUFFICIENTY
' AFNFINGHE LA VARIETA V3 SIA NORMALR

Ricordiamo Vipotesi fatta che la varietd V, abbia distinte le sue
tro eurvature principali p,, ciod, si supponga che le tre radici p, del-
lequazione {18} siano distinte. Consideriamo le identitd {12,) nelle
quali abbiamo fissato un valore # per Vindice 2: poiche la radice p;
b semplice, la caratteristica della matrice llowpe Suepd & due; imoltre
i complementi algebrici degli elementi d'una sua rign sono propor-
zionali a quelli degli elementi di ogni altra sua riga. Posslame per-
tanto scrivere o ‘

[66] - oy Ba= G

ove my & scelta in modo che risulti

ﬁ?;'i' (5?2 + (5423 =1,

Costrutamo la funzione

6] . M= mY B [Qnq2 ) Bipar — Ona my Birsa) +

o+ [P B3 A Ciosepr Ba Banga] my* .
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Sl ha ovviamente
L, = $ it [Dt Baepr = i Panacs] + [Cas B3 + Fi’;k-#l (e Bs 7c+1]%m(;22 1
' Ciod, in virth delle [23],
[67] | Hopz= Moy, M=23, m&? 0.

Sostituendo le {65} nella [66] ricaviamo, tenendo conto della
simmetria del determinante ||Gf}],

- i) (i &) o ()2 @ e
H@f = G‘hk [915+2 Gh).’.‘.i-l - ais+1 GS‘; Iq+2] + i G‘kk +r Iele-|-1 G.’ak G’Iai-l oy

e quindi, ‘per ln identita [W],
o8] Hoy =Koy =T p+ 21y g+ I .

Suppoeniamo dapprima che le congruenze prineipali della V, siano
normali: allora in ogni punte della varietd sono nulli gli invarianti +,
dati dalle [23], e percio, in forza della [67] sono ivi nulle le tre fun-
zioni Hy, 5 in virtd della [68] in ogni puni,o di Vy sono allora valide
le tre identitd

Lip?+ 210+ T3==0 .

Questo significa che l'equazione di secondo grado in p
Ii 92+2IEP+13:O

ammette tre vadicl distinte, che sono le p,. Deve quindi aversi in
ogni punto di V,,
=0, I,=0, L=0,

cios .
" : Ly = 0 [V O it == ot Wy eeg) =2 0
[70] Ly = O [Vige Op s = Vg O] =20

‘ U Ty e Qe (Ve ]c;}-l ~ Vg1 Qpgn) =0

H
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_ Inversamente, so ciueste identitd, {70) sono valide in ogni punto
della varieth V,, allora risultano nulle ivi le Kei, ciod lo Hy,, e in-
fine in forza delle [67], le #/; le congruenze principali di V, sono
guindi normali.

_ ~ Pertanto, lo identitd [70] sono necessaric e sufficienti perché la
~varietd V; a tre dimensioni sia normale nel senso del Brawcur

Osservazione. — Vogliamo esplicitamente rilevare clio nelle rela-
zioni [70] figurano solo elementi geometrici connessi con la varietd V.
E infatti, noi abbinmo definiti ghi invarianti w,; & mezzo delle posi-
zioni [11] nelle quali intervengono le componenti del tensore doppio
_covariante di Rrcer, ma, come & noto, per queste funzioni si hanno
anche le espressioni

Wi = g 42 paat1— Ora1 Pasiz+ O pae— La = pryprs » 0= Sgfss s

ove Py & il complemento algebrico dell’clemento p,e nel determi-
nante |pu. Inoltre, le derivate covarianti ¥ si riferiscono alle linee
della congruenza A, i parametri di derivazione essendo i coefficienti
" di rotazione ps; relativi o guesta terna.

§1V. - TRASFORMAZIONE DELLE BQUAZIONT I,==0, =0, I;==0,

Le equazioni [70] possono ossere sottoposte ad una frasformazione
atta & cambiarle in altre tre nelle quali figurano solo le componenti
del tensore fondamentale a, e loro derivate ordinarie rispetto alle
variabili @* fino a quelle del terz’ordine incluso.

D'ora in avanti denoteremo con il simbolo W7, derivaziene cova-
riante con riferimento alla forma [1]: se ricordiamo che per un generico
‘scalare delle variabili a* la derivazione parziale ordinaria rispetto
alla a* si identifica con la \7, della stessa funzione, abbiamo

0 da %

. : ’ D == wmr WM s AR .
[71] YT our da, 7; Dt 7; Vi

Indichiamo con ey le.componenti intrinseche rispetto alla terna A
del tensore ternario & di Riccr, cioé poniamo '

[72] | Gy €41 Xg Ry Ny == ggpy W0 NP Y
. B DA ) L A
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donde

i73} guﬁ}' == ﬂin A AP I f Ea[i}' =& ).\m )‘ﬁ l.{ .
i 41 i 41

Per la definizione del tensore ternario ¢, e per le proprictd dei

determinanti dei parametri A% e dei momenti X*, risulta che lo €is
' % [ ’ -

hanno per valore zero, se almeno due dogli indici 4,7, sono eguali
ira loro, ¢ wvalgono invece +1, oppure —1, secondo che la permu-
tazione 470 o indici tutti diversi, & di classe pari o dispari rispotto
alla permutazione 1 2 3. ,
Ricordiamo intanto le posizioni [11]
[74] Gy =19, , A le

[ ' Ty 0
Lh -

dalle guali si traggono le equivalenti

[75] mhk [ o:FvV Al QY .
h ok
Consideriamo il tensore doppic contravariante simmetrico le ouj
componenti ®#¥ sono definite dalle posizioni

1
2

PR g0 o ot

[76] DY =

Per le proprietd del tensore ternario e, ogni componente dwv 3
eguale al complemento algebrico dell’clemento oy, del determinante
lfopyl diviso per il diseriminante della forma [1]. Poniamo al posto
delle e«*r o delle «,, le loro espressioni [78] e [74]; ove si osservi

che si pud scrivere

Q== % o, Brg, Wy By
si riconosce, usufruendo delle [8], chersi ha
[77] PR == Q. 3:!'- 7163' ;
dalle quali si traggono le equivalenti

[v8] Q,, = 0w,

Eoa
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Tutto questo premesso, prendiamo in esame la [39]
T N '
1 4 == Ops {a.rmz Wp k1 ™ ak-e-l Wy, 1;+2J H

a questa possiamo dare le forme seguent:
- N N
Iy= Cpgr Wi, Vi Oy == Gy Wy, i‘ Vo Wy

Sostituiamo al posto delle epy o delle wy, che sono fuori del
simbolo ¥, le loro espressioni [72], [75]; teniamo conto delle {8] e
‘inoltre che : ' ' ‘
' PNl W ’
.'l-p' n

Otteniamo cosi la formula definitiva, scambiando ¢ in 7,
B N L i —
[79] Uy=wbo gnv g, }B ';\T Va Wiy
i3

Per trasformare la {b1,]

Iu'

o We g [(Pk—l—l 1t frqe2 k4 2) Wy —Phk4+1 W41 = Pikr2Wprgzt
F Pad1 b2 Whpz kbl ™ Phdl k41 Whp2kiat
a1 Wil g2 T P2 Rt e 3 Ia-!«lJ ’

conviene far uso della notazione a tre indiei v, per indicare i
coefficienti di rotazione gy della terma A. 81 pud allora scrivere

" e
I = [(Tiaj+1 J2 Yhid2da 1) Wap + Yk 1 Org457" Y ki 2 Whja 1

od anche

w3
]‘1 == m"d [eqrs Tjrs m.’e.q + eqjs Th-rs m:‘q]

Sostituiamo al posto deile v, delle e, e delle o, che sono
dentro le parentesi quadre le loro espressioni [15], [72], [VE]; in forza,
delle [8].e delle o

(l-p""' = 7\“' 7\"’ s
F

si ha
L .

' Ie= gvPo Wy 5 Py P‘IL Va 7‘[3 + )'ﬁ TN 7‘1] .
S ki i . r
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Tafine, poicheé
Az g :‘:"c ’
4

h
si trae 'espressione definitiva
[80] Tyee 5P abe gy, [, he Ve ?B + W, 3'ﬁ Vo] -
. +
Sommando la [79] e [80], otteninmo

Ty e¥Pe ab= oy, (o, }‘ Vo }ﬁ T, ?,‘ﬁ Ve }’: + ?\‘ Ve Wyl
» ; a ik

La somma fra paventesi, in virtt della [74], & la derivata cova-
riante V7, con riferimento alla [1] del fensore e, . di Ricer. Abbiamo
putanto la. trasformate della I, nella forma

[705.} - =gk AV S
Trasformiamo ora Vespressione della I’y data dalla [41]
Yo =00 002 0h iy =~ Dppr Waziga] -
In conformitd a guanto vedemmo per la ¥y, si ha
Ty= gt (27%% 3\“ Vet .

Sostituendo al posto delle ¢, e delle L2, le loro esprossioni [72), [78],
tenendo conto delle {8], o ricordando che :

by = 7\ -v ?
si frova, scambiamando ¢ in j,
lrz = 6% ey, .)‘Q 2‘!1. Py Vs Wy, 4
ik
; . 3 P ]
Llespressione {52,] di 1, ,
Iy = £2.’!-Ig [(P}.: gt B 1 Pk a kgen) Wps Ok let-1 Wn g1~ P42 0p kgt

T Pi4 ke Whg 2ol ™ Phtl kAl Chpahrrt

Fordanar Whgt f4a = Phpr2fetz Wi fo+1] ¥
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"con riferimento alla parte contenuts fra le parentesi quadre, & quella
“stessa di T, (forwmula [51,]): si pud quindi scrivere

" .
L=, i [€grs Yirs g F €ass Vs W]
la quale espressione ¢ identica alla seguento:
i )
[82] . 12 == mh_f l_e_frs qus th + equ ths qu] v

Sostituendo alle Yy, €, @ le loro espressioni [1b], [72], [75],

si ottiene, in virth delle [8] e delle identita ;

o=ty by M Vo Ay F A Vb =0,
LR h h i3 I

[83] To = 590 g, D4 03, }H Ve }0 T Oy }9 Va 7,tu-] .

Infine, sommando le [81], [88], si trae
[84] Ig == g¥ev f{/u\. [ 12 [mhj -};lp. Vu ?"@ + m],,_j 3\@ vo‘ )"ll.b + );Q ');’p- vﬂ U‘)h_j} *

Con riferimento alla {7H], con ovvio scambio di indiei, si vede
che la somma fra parentesi quadre nella [84] si identifiea con

Vo g «
Arriviame cosi alla trasformata aeﬁnitiva della 1,
[70,] T, = 5907 g B T 2y
. Trasformiamo infine Vespressione della I'y date dalla [38]
L= Prss Yinws ™ Qi Q, k+2] '
8i ha, in conformitd ai calcoli precedenti,

[853 Ty:= Qs [szgn [ DnHQh Mz] = ekqt‘Qh K z‘a Va Slhq =

e 7T [ a
=€, Q.. 2\3\7 _qu == Eygq fop cppw }r 3\@ 7 QM_ .
. /3
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Allespressione di Ty data dalla |58,} possiamo dare la forma se-
guente ;

- .
o ) -
L= “21- i [eqrs Virs uhq t Cois Tnes ’Qr«rj‘

Ponendo al posto delle v,,, 1 @0 1 &y, le espressioni date dalle [15),
{72], [76], si ottiene, in virth delle 8],

[86] 13— t‘@” aw_ pav [Slf.ﬂ"’ v 7\9 4 SE)’,:, ?\Q vcr}\ } .

Sommando le [85], [86] si trae

87] L= Evga Qe PRV Q44 }\ 7o 7@ + Ly ?.L’ AVAR LI A@ AVARVITY
h I
Se infino si osserva che la somma fra le parentesi quadre nella |87]
& la derivate contravariante di @ ottenuta dalla [77], si arriva alla
trasformata definitiva di I,

{704] I, = Ty floy DBV 70 Pre

Osservazione. ~ Le equazioni

Li=evbogh o, Vyap=0,
[88] J Iy = coes g, @y, Ze=0,
| 1= aneno |
sono necessarie e sufficienti affinché la varietd riemannians V,; sia
normale nel senso del Brancui: avuto riguardo alle espressione [76]
delle componenti @, nei primi membri delle [88] figurano le com-
ponenti del tensore fondamentale a,, della varietd, quelle del tensore
doppio simmetrico covariante %y di Ricor e le derivate prime di
quest’ultime componenti rispetto al ds® di V,. Pertanto, le eguazioni
sopraseritfe contengono soltanto i coefficienti a,, della f'orma (1] che
definisce la varietd riemanniana o loro derivate pamah ordinarie

fino a quelle del terz’ordine ineluso.






