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TEOREMA D'UNICITA PER LE EQUAZIONI INTE
GRALI'NON LINEARI OTTENUTE DA FUNZIONI DI
COMPOSIZIONT A NUCLEO SOMMABILE

GIULIO PLATONE

CHVMMARIVM, — Auctor demonstrat, in elasse [¢] funetionum gquae pseude-
}:nuta.l,ao dicuntur, theoreme unicitatis quod atiinet ad nequationes inlegrales
w-non lineares huins generis
BRSO R  Lm A {l=m<+o
a Y + E(P # Y =/ in quibus
? a5t 0

o quue obbmeautlu aoqusmdo functioni cognitae pseudo-limitatae fey(x, ) functionem

s geuemi;s compos:twma (01g<), poudua Ay, quod addi possit) alicuins funcl,xoma
'-_1g110ta0 Y(m, ?/) s :

- DERINIZIONI, CONVENZIONT
1. - Slﬂa

@) K iun Jobesghiano, limitato o no, di ‘misura finita sullo
SPEM-IO euclideo 3, (m,,mg, ,aa) ;

b) A(z), eon a:_H(wi, Dy o m) une, funzmne sommabile in E;

) [Z] 1o classe delle funmom pbeudo I1m1ia,to (") nel¥insieme
= (0 1) Aol spaio Sy (@1, 1y 25 iy 1) © pormutabl
“tra lovo rispetto al poso A(J), '

__ (*) Nota presentata dall’Acecademico Pentificio 8, I, Ugo Amaldi il 26 mag-
_-._'glo 1950,

01 Acta, vol, XTV,
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dy ko(@,y), T, y)y ooy kul, ), m+ 1 funzioni di [1}; o

¢) M un confins superiore dell'integrale, esteso ad I, di {A (]

1] | fiA@)|dy<M ;

o}

f) I, un pseudo confine saperiove (*) di (& (@, )| in E®;

|2} S o k(m S Co(s=1,79, "".7”) :
g)EPosto_ _
' 0, & .
[8] L E2y, ey ey B) = E a ARy (r=1,2,..,m)

bttty

1o funzione delle %+ 2 variabili complesse z, 25,2, . 2

1, m
[4] I‘(d“ 73, ey ,,) _Maq/ + E g, (q, /2, ey z,a) 22y
Ty ;ﬁ 0
sia .._0101110171?& _-11011’intor110 doll’origine 2 = By By ) T By 0 (™.

Oﬂ,ql« RVAZJONL. Siccome nella. progente nota considero solo prodotti
di composizione ‘col peso.A(y) per brovitd rappmsentem talo operagione

col simbolo f«q della compoqwlone ordinarin a,nzlch con {f« 1),
A A
Conseguentemente scriverd [ ¢ x{,»‘ al posto di {(f q)‘)A* ”] s © cosi via.

PRroPRI®ZTA PRELIMINABLI E POSIZIONE DEL PROBLEMA

9. — Premetto che nelle ipotesi poste si rieava facilmente, per 1
monomi di composizione col peso A(y), la maggiorazione

. A'il .A'-"s Af,; 1 . S - .
[5] }ki e T gy L A
vahdu qua,sl ovunquc in L @, umdl, se si pone zw-zi+ag b b, e ose

Lo . A,
. R g, Ad "g'l-x- " e
Ay day iy i ARG  Ap 7»1 ].CE PR

L (@ b)) =

(0::: i +dp b o + i, TEK 4 00)

{#) I3 ehiaro che questa condizione & necessaria solo se m o qualche g, & infinito,
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:*_la,ppresent& una seric multipla di composizione col peso . A(y) (),
~‘risulta pure, quasi ovanque in E @, :

{6] 1 0,8
: P(CE,J, V| =|ao0,...,0 + M Z [ @ity ] [ L M Mg By M L D2, MY

{

_ Se poi Ty (z,y) e ks(a, ) sono due funzioni qualunque di [7] e d
- “un pseudo confine superiore di |k (@, y)—k. (2, )] in E @, dalla re-
© lnzione

A ' A
k' w—fc., =, —Fy) » J’cﬂ' Ty (e —Key) + J’i:dL Rk ke (B - Ry

©.di immediata verifica & valida anche per le funzioni non permutabili,
-maggiorando, risulta, quasi ovunque in I,

7 ]k;‘ e kz"l sdM™t8S,
nvendo posto
: : 0,r—1

8,==1 S,a= Z AT r1

3. — Cid premesso dimostro che:
TroremAa nr unNicirh., Se le funzioni

0, 8,

: : A A A
8 > 2 = E e ot ol s
18} Po(z,y, 1) = A MR MR s R Rl

I

rappresentano serie multiple di composizione col peso A(y) delle
n+1 fanzioni &, (z, y) di [I], Pequazione integrale nom lineare (%)
1, m . A .

(9]  a;Y(xz,uy;2) +Z [A(E)P,.(aa, E, WY (C, g, M) AT (2, ) == 0
- ’ T B '

con a,# 0 (sobto condizioni abbastanza larghe e por Az=(hy, hay ooy i)
in un conveniente e determinabile intorno dell’origine 3 = 0) ammotte
in [£], una ed una sola soluzione.

. Ritengo distinte due soluzioni quando in I8 @ differiscono in un
insieme di misura non nulla, :
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Dimostrazione; Dato: che la serie. 'multipla -di composizione che
figura al primo membro delia [9] si ottiene dalla [4] mediante una tra-
sformazione di Vorrerna (') estesa, ¢ siccome nell'origine z=z,=2z,=
T N Y
= = 2,0 ("57; ——a;q’:O l’equa.zmne : .

jF(Z} 201 313 " zw) = O

si trova nelle condizioni richieste per applicare il teorema fondamen-
del Vovrerra sulle oquazioni integrali gid esteso nel caso attuale
nella memoria citata in {B] (*). Ne consegue, a norma del ricordato
teorema, che la [8], per [Af=|N]+|Xs|+ ... +|X,] convenientemento
piceolo, ammette in [Z} soluzione, soluzione che si ottiene sostituendo,
nella funzione oftenuta risolvendo la [9] rispetto alla 2, al posto
delle 2y, 2s,... 2, rispettivamente lo funzioni %, (wx,#), ke(m, ) ... ka2, )
¢ considerando 1 loro prodotti ¢ le lore potenze come prodotti e
potenze di composizione col peso A( y). Affermo che guesta soluzione
in [Z] & unica.

4. - IEsamino in un primo tempo, il caso abbastanza generale
che 10 P.(x, %) siano nulle nell'origine A ==0 (*) sicchd la funzione
1,m
ZP Y che figura al primo membro della [9}, oltre che a risultare
'olomorfe nelle %, si annulla per X=0.

Sec ora, per assurda ipotesi, la [9] ammettesse in [I} due soluzioni
distinte Y, {x,y) e Yy(x,y) lo psoudo estremo superiore (%) & della fun-
zione |Y,—Y,] in E® risulterebbe positivo e finito, e si avrebbe

1,m

[10] e ']a‘]EY1_Y2]%_ZEPT*(%J‘“?J)]

I,m A
¢ la serie differenza EP,.* (Y, Y ) ri ,sulLerebbo anch’essa olomorfa

nelle l} ¢ nulla 11011’01‘1g1110 A =0.

(*) I chiaro.-che le P.(x, y, %) si annullane per A ==0 se o solo se i coeffi-
cienti aff(), .o sono nulli, ossia se nelle serie P, (2, 7, ) & sempre f=={,+iy+.., +ix =1,
picchd 1 sommatori che figurano nelle [8] andranno estesi dala g, anzicht daQa g,




AGTA ]

" :Conseguirebbe allora che prefissato ad arbitrio un numero posi-

vo. D <d, in un intorno completo e sufficientemento piceolo di A=0,
o.quasi ovunque in T @, sarcbbe
HO ¥, i
Z A A

IP?. ® (Yir""‘" Yg")’ ‘Q‘: ia;’_ l 8
T
¢ quindi per la [10]
{Yi‘—Ygl <8 < o

~quasi ovanque in E®, il che & assurdo, in quanto si & supposto
 che lo pseado esterno superiore di [Y,—Y,}in B ® fosse d> 3. Si con-
: cludo che: ‘
© Se tutti ¢ coefficienti aSy._.o sono nulli Vequazione integrale non li-
Cneare [9), nelle ipotesi abbastanza generali di cué alle lettere a), D), ... )
e per |\| convenientemente piccolo, ammelte nellu classe (1] une ed una
- sola soluzione. o
. In particolare Pequazione integrale omogenen
‘ L X
a, Y+ Por Y=
-
- ammette, nella classe [7} una sola soluzione o precisamente quells
.quasi ovunque nulla in 1@, '

_ OssErvAzioNs: 1 manifesto che, se il termine noto k%, & una
.. funziono pseudo limitate della sola # in E, le soluzioni dolla [9)
3 “andranno cercate nella classe delle funzioni della sola ®, psendo li-
- mitate in B e permutabili con lo k,(x,3) rispetto al peso A(y), cd
in questa classe, vale il teovema di unicitd pocanzi dimostrato.

b. - Nell'eventualith precodenteinente esclusa, che non tutte le
- Pu(z,y; %) siano nulle per X =0 riesco a dimostrare il teorema di
. unieitd non in {7] ma nells classe delle funzioni equi-pseudo limitate
. da m prefissato numero positivo 7 e eidé purché sia soddisfatta la
: maggioranza

1,m’

no 4| > Z 14} o] Mot
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Infatii -anche se qualche coefliciente af) & =£0, 56 la [9 ]amnleir
tesse due soluzioni '-'_c'li:s”t'inté'Y, o Y, i [7] la differenza 'E P+ (Yi"mYJ)

rappresenterebbe ancora, nell'intorno completo dell’origine A==0, e
quagi ovanque in B ®, una funzione olomorfa delle }.. Ma mentre
al n. 4 questa differenza era infinitesima con |}| ora ossa (che & una

‘gerie multipla delle %, uniformemente ed assolutamente convergente
1, m

A A
nell'intorno di =0) tenderebbe uniformemente a 5_(5(? ) (YY)
“per A 0. Pertanto, prefissato ad arbitrio un numero positivo e, co-
munque piccolo, esisterebbe in corrispondenza un intorno completo
o sufficientemente ristretto deliorigine A=0, e sin J, tale che por

in J_ e quasi ovunque in IT®, risulterebbo

. | im A A 1, 1t ' A ...A :
1] D P (=Y < > lag or (V=Y +e o
* Fu )
Ma per la {7}, o sempre rappresentando d lo pseudo estremo
superiore di Y~ V,| in @, e '

. -
{191 Ve Y| < rd QI

dove ¢ & il prefissato comune modulo di limitatezza delle eventuali
soluzioni Y della {10). Pertanto maggiorando il secondo membro
della. [10] con la [11] e la [12] risulterebbe, quasi ovimque in K ©,
e per A contenuto in J, ' - B

1,m

(Y= Vel < D rlagy |20

e quindi
o 1,

D gy o
r d

la]

Y Y s

il che, tenuta prosente la condizione %j, & a‘sglu‘(lo. Si conclude che:
Nell’eventualite che non tutti i coefficients ais..o delle [8) stano
nulld, la [9] - wna volta soddisfutte le condizioni &)..h) — ammetle,
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Ufa classe delle funzioni equi pseudo limitate dal numero I>0 e

]1; suﬁ'mentementc piccolo una ed una sola soluzione,
~Wale anche in questo caso Posservazione fatta alla fine del n. 4.

g -~ Le deduzioni di cul sopra ed altre ancora si pofrebbero
3otLoncre considerando Vequazione (1) come una trasformazione fun-

,1011&10 ‘di insieme (I e di coinsieme contenuto in [¢). Ma di ¢id mi
“oceuperd in una nota successiva.

() Una funzione fz, ) si dird col Piconn psendo limitata in un insisme I
5o & ivi qnasi continua secondo ToNmril e se esiste un numero positivo Li<C oo
“tele che risulti, quasi ovunque in B { e, )| < L., Vedi: M. Picons, Fondamenti
Loanalisi funzionale ineare, librerin dell’Universith di Roma, 1943, pag. 200.

. {® Ricordo che por prodotto di composizione col peso A (y), sommabile

Yin B, di duwe funzioni fx,y) e ¢(%, y), pseudo limitate in 1 (?), intendo 'espres-

o tgione JAEY (e, B e(E, 1) dE che altrove ho rapprosentate col simbolo (= ).
S 15

U Nelllipotesi poste MPintegralo ora seritto ha senso. Se risulta (f'«- @)= (9= la o
: due funzioni si diranne permutabili fra Ioro col peso A(y). 0i6 posto si definisce
' _11 prodotio (associativo) dl composx'/mne di pitt funzioni e quindi, con la posi-
A A

cziong fres (freba e f f"— 1, (72> 1) la potenza di composizions col peso A(y)
“ed infine i polinomi e le serie di composizione col peso A(y) che risultano tutte
i funziori di {7} Per maggiorl raggungh vedi la mia memoria di cui in {3).

{*) Giob un nnmero Z tale che visulti quasi onunque in B (%) |X,(x, ¢} <i;.

i {8y Dove il sommatoric va esteso a tutte le permutazioni con ripetizieni
“degli interi mon negativi 4,4, .....,4, la cul somma { & comproesa tra 0 o s,
1 . L

il rappio vistretto

" Qsservo inoltre che, detto 1 =1lim" [ 4y d | TV
o A

. 0,5 -
di convergenza della serle > @, WML v la Pz, 9,2 & una funziono
] ks
- . . R L.
. olomorfa delle », nelP’intorno &, SZ—H (r=1,2,..n) deil’origine A ==0.

Kl

: (®) Che si risolve con le considerazioni da me fatte nella memoria Teoric
2odella composizione col peso Ay sommabile nella elasse delle funzioni pseudo [i-
" mitale ece. negli « Attt dol congrosso della Soc. Italiana Progresso Seienzo», dal 1940
"a Roma. In corso di stampa,

: (%) V. VoLTerra ot J. Phnris, Legons sur la composition ece. Gauthier-Villars,
Parvis, pag. 24 ¢ seg.

(*) In. questa memorin il teorema in questione & stato osteso al caso della
composizione col peso A(y) di funzioni di classe [/] od alla composizione ordi-
~‘naria delle funzioni di classe |l4], cssia del tipo A(y) k(x, ¥), con A(y) somma-
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bile.in ed (e, y) in. [] Conﬂonbuw anche: G, Pratons, Sul passaggio di
. certe’ equazioni algcbraco f‘zmmonah a g'ue[le mtegro ﬁmmmmh cce. in « Acta, Pon-
tificia Academin Seientiarum », :¥ol. TX; n.'22, 1946.

{8) Per: pseudo ostremo superiore ‘di una funzione Fl, y) in un insieme
. di-mjsura mon ‘nulla su - 8g) ' ¥ -intendo estremo inferiore d dei numeri I per eni
'_'avvsenc, quus,a ovunque in (.; [f(m, ¥ =l Bsso & caratterizzato dalle seguenti
'-pwpuetix

1} |£(x, 7| =d, ‘quasi ovungue in C.
. :2) Prefissato ad arbitrio un numero positive 8 < d risulta positiva in mi-
- snra doll insieme U({f‘; d- —o) dei punti di € in cm b 1z, y)i=d—5.





