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ACADEMIA
: SCIENTIARVM

" DETERMINAZIONE DELLA CORRENTE
SUPERSONICA TRIDIMENSIONALE
..00L METODO DELLE CARATTERISTICHE ()

(GENERALIZZAZIONE DEL PROBLIMA)
PIETRO TEOFILATO

_ SYMMARIVM, — Methodus, quae «characternm » dicitar, in supersonicis cur-
L rentibus investigandis adhibita est utiliter in duobus tantum casibus: cum de
" motu plano agitur et cum de motu axinli symmetria praedito. :

_ Cum autem adhuc viderotur non posse ea methodus adhiberi quod attinet
a(I miseilia, quae ita volent ut ineidentia non sit nulla, de hac re investigatum
1 est, idque magno cum labore, motum tridimensionalem reducendo ad complexionem
"_quamdum motuum axialem symmetriam habentium. Auetor antem effieif ut me-
. thodo®« characterum » investigari divecto imn possit cirea currentem tridimensio-
“nalem aupersonicam.

o § 1. EsTENSIONE DEL METODO DELLE CARATTERISTICHE, —~ Si consideri
un'equazione differenziale a derivate parziali del secondo ordine, li-
" meare, i cui coefficienti siano funzioni olomorfe qualsiasi, tanto delle
- variabili indipendenti, quanto delle derivate prime della funziome.
©Nel presente lavoro noi esporremo un metodo di integrazione al passo
. della suddette equazione, supponendo note le derivate prime sopra
“una variets ad n—1 dimensioni dello spazio ad n dimensioni, I1 me-
~ todo & applicabile quando nello spazio ora nominato od in una sua
‘parte (in tal caso limitatamente a questa) esistano varieth caratieri-
“stiche reali, ad n--1 dimensioni, nel senso di Lzvi-Civira (M),

. (*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio S. E. Giuseppe Awmellini
‘nella riunione del 5 dicembre 1950,

s (Y Limve Oivira, Caratéeristiche dei sistemi differenziali e propagazione ondosa.
Zanichelli 1951.

‘4 dela, vol, XIV.
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La trattazione che segue & condotta per tre sole variabili perchd .
questo & il caso che interessa 1’Acrodinamica ultrasomica, come ap-
punto avviene per un proietto il quale voli ad incidenza non nulla.
11 campo tridimensionale relativo ad una corrente supersonica soddisfa
infatti una equazione come quella poco sopra accennata, la quale am-
mette varieth caratteristiche reall -

I calcoli richiesti nel problema tmdlmensxonale SONQ Necessaria-
mente alguanto pitt complicati di quelli del problema bidimensionale,
studiato dal I'mrrani (!) e successivamente dal I‘ERR}: (*); la maggior
complessity ¢ da imputare soltanto alla natura delle cose, e non al
procednnenﬁo adottato.

Quando poi non esistono varietd caratteristiche, come avviene nel
moto subsonice, lintegrazione pud ancora eseguirsi ma, a prezzo di
calcoli pitt laboriosi. Esiste in proposite il metodo di Cavemy.

- §2. Lw VARIETA CARATTERISTICHE. — Si abbia lequazione in ¢:

o - o
30 2 Ay +0=0
(Ag=Ayu; 4,5=1,2,..,n)

con Ay e 0 olomorfe nelle variabili @ os......2, © nelle derivate
29
o,
rispetto ad un altro sistema di variabili 2,2, ...... z,, porte alla ricerca
delle varietd caratteristiche. '

- prime . La condizione di normalité secondo il Lmvi Civira,

Se z,(@ %, ...... ¢,) == costante, deve essere umna caratteristica,
2

. . . . 0 .
woccorre che sia nullo il coefficiente di wtp Ora, nelle nuove vario- .

0z
hili, la [1] diventa:
) Dz, 0,
{21 ZA"lDz oz, dw; O +0=0

i, B

(8 O. Furrari, Campi di corrente iper SOROTE attorno a solidi di nualemone,
1987, trmgno «L’Aemteunca»
(2} A. Ferri, dpplication on the method of caracteristics o supersondc rota--
tional flow, N. A, G, A., Rep. 841, 1946,
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¢ percid z=costante sarh una caratteristica se:
Rk _}_Aff D, By 0, (Ag==4y) .

Supponiamo di conoscere in un punto M(z,°a,"...%,°) il valore
- delle derivate prime della funzione ¢; risulteranno allora noti i va-
“lori AY delle Ay in quel punto, e l'equazione differenziale |3], nel-
Vintorno infinitesimo del punto M, s ridurrd a:

S i 2z, Oz
0O ES i

y) S AN =0
) I ] i ami aaﬁj

e nel suddetto intorno si potra porre:

{5] By = Z {)‘.i(a){-—' :1‘-;0) ' .
F2l
purché le p, soddisfacciano, a causa della [4], alla condizione:

e 2 Ay =
~ Condizione necessaria ¢ sufficiente per Vesistenza di varietd ca-
ratteristiche & che il primo membro della [6] sia una forma quadra-
tica non definita, altrimenti tutte le ., della [6] risulterebbere nulle
e quindi 'equazione [b] della caratteristica diverrebbe illusoria.
Limitiamo per semplicitd le considerazioni allo spazio tridimen-
sionale infinitesimo di M e chiamiamone &, —&,°, Ty — &%, &z — 25" le
coordinate cartesiane. Queste stesse, con laggiunta di una quarta
coordinata nulla, possono considerarsi come coordinate ocmogenee di
un punto allinfinito, mentre i, .y, f, k=1 possono considerarsi
come coordinate omogenee di piano, per modo che la [B], assunto 2, =0,
oltre a dare equazione di un elemento di superficie carattoristica, ciod:

[7] {1'1(331 — 3310) + Py (gjz—ua;go) + g ("173 e agsO) = () .

dard anche V'equazione del su accennato punto ali’infinito in coordinate
omogenee di piano. Allora la [6} rappresenta un inviluppo di piani
del secondo ordine, I piani invilupperanuo un cono (varietd caratieristica)
del secondo ordine, la cui equazione in coordinate di punto attesa la
polarits definita dal cono, avrd per coefficienti i complementi alge-
brici «,, degli elementi A,, della matrice |A.[, e sard dunque:

(8] > o (@ —at) (@, —a)=0 .

‘4 Actx, vol . XIV.
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Nel caso di due sole variabili, poiché nella matrice A il com-
plemento algebrico di A, & A,,, col segno pit o meno secondo che »+s
& pari o dispari, la [8] si riduce semplicemente a:

[9] A—l‘i da:z "'.BA-;.Q dw,‘ da:g'l'A.zgdm* MO

la quale & la ben nota equazione delle hnee ca,ra.ttenstlche connesse
alla equazione:

+0=0, )

0 0
A“’D (P2+2A-i20 (EP) Py +.A.22,D

con A, funzione delle . e delle b?.iﬁ_. Rsse sono linee di indeter-

*

minazione e, se reali, non purmettono I'applicazione del metodo di
Cavcny.

§ 8. Ir. PROBLEMA BIDIMENSIONALE. — L'integrazione al passo col me-
todo delle caratteristiche nel campo bidimensionale & stato adottato dal
TErraRI e dal FErR1 (?). Torna perd utile dare qui una esposizione su
traccia del tutto diversa, tale che renda possibile il passaggio da due a
tre ¢ pitt dimensioni. Siano ¢’ ¢ le proiezioni sugli assi @, x, di un ele-
mento MN spiccato dal punto M(x,"x,;°) e denotino (), ¢.(P) le de-
rivate prime di ¢ rispetto ad «, ed m, prese nel generico punto P, ed
(IMN), (2MN) le espressioni relative al punti M ed N cosl formate:

[10]  (IMN)=g,(N)— ¢, (M), (2MN)=¢s(N)— 0s(M) .

Per N infinitamente vicino ad M, ind;lca,ndo con ¢, la derivate
seconda di ¢ rispetto ad ., e prendendo tanio le A, che 0 e
le ¢, nel punto M, si avrd dalle [10]: '

(IMN)=¢, & +o5a"
[11] - (2MN)= Pua @+ Prot”
| —0 =y Ap+ gi(2A0)+ PreAps

*) FRANK-MISES, Differenticlgleichungen der Physile. 1980, pag. 682.
{*) Loe. cit.
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La matrice dei coefficienti delle ¢,, &

a a0
) D= 0 &« o
Ay 244 A

. @ pertanto nell’ipotesi di D £ 0, indicando per brevitd i primi membri

delle [11] rispettivamente con ¢; ¢y ¢y, clod: _
- 18] ¢=(1MN), ¢=0RMN), ¢=-—0

* . e indicando iufine con Dy i complementi algebrici degli elementi della
matrice |D|, si avra secondo la regola di Cnramen:

3 3 3
ZDiicz} : Dy <?12=[ZD1'201} D ‘P22=[Z Diacz] :D
1=l i=1 i=1

Evidentemente, se si scelgono «'a” in modo da soddisfare la

Q4=

condizione :

[15] D=Apa?—2A,aa"+A, 0=

di necessith, essendo per ipotesi le o,, finite, devono risultare nulle

le espressioni in parentesi quadra che figurano nelle [14], e si ha

allora un sistema di tre equazioni lineari omogenee nelle ¢, ¢, c;, che

effettivamente si riducono ad una sola, perché I'annullarsi di D porta

che i complementi algebrici di una linea o colonna siano proporzio-

nali & quelli di ogni altra. Sceglieremo allora una soltanio come in-

dipendente dalle altre e precisamente per semplicith la seconds, la

quale, essendo per la [12]:

{15 bis) Dys=a"Ay;, Dyp=aAy, Dyy=—da'a"

ed essendo le ¢; date dalla [13], si scrivera:

[16]  [ou(N) — g (M)] a" Ay, + [oe(N) — 9, (M)] @' Agp + 2’2" D=0 .
Analogamente, per un punto P teoricamente infinitamente vicino

ad M, dette a' @’ le proiezioni di MP, avremo:

[16bés] oo (N)— 0, (PY & " Asg+ [9o(N) —o(P)] @' Age+ @ a3"0 =0

dove @ &' soddisfano ancora alla [15]. B facile vedere che la [16]

- e [16¥is] coincidono con le formole del Frrrari (‘). Infatti, indicando
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il quoziente a”:a’ con A, e denotando con hy,h, i due valori di %
soddisfaconti alla [15], si ha: A\ g==A Ay, per modo che la [16]
si riduce all’equazione del I'rRRARI:

[17] do, + hdo, + ?gu_ o =0
. : Rt K

nella quale i differenziali sono presi nella direzione di X,,

La [16] ¢ [16dis] costituiscono un sistema di equazioni algebriche
di primo grado in ¢, (N), ¢;(N). Cosi dalla conoscenza delle @, in M
o P si passa a quella delle ¢, in N, punto intersezione della retta di
direzione (a'a") spiccata da M con Yaltra di direzione (& @&") spiccata
da P; ¢ si & cosi proceduto nella integrazione al passo.

§4, IL PROBLEMA TRIDIMENSIONALE, — Indicheremo, analogamente:
a quanto sopra, le differenze ¢.(¥) ¢ (X) con (rXY), dove perd
adesso & r=1,2,3,

Siano ' ¢’ a” le proiezioni sugli assi @, @, @5 di MN e bbb
quelle di MP, dove MNP somo tre punti infinitamente vicini nel
quali sono noti i valort delle derivate prime della funzione ¢ soddi-
sfacente alla {i]. 81 hanno allora in totale per le sel derivate seconde,
. prese nel punto M, le sette equazioni seguenti. '

(IMN) =g, ¢ +opda" +9,a"
(1M P)== ;3 b + s 0" + o b

(2MN) == Q0 @ + 4 Opptr’ + oz a”

(18] (2MP) = @i ' + + @oa 0" A @
(BMN)= By @ + + @y @ + @gy 2"
(BMP) = @b’ + + Qg O + gy 0"

—O0=9, AL+ G2 (2845) + Pus (2A.45) + aoBgp + ?23(2A23) + Pga Apgg

Anzitutto si osservi che comungue si scelgano 1 punti MNP
(purché vicini) le prime sei delle [18] non sono 1nd1pendent1, susmste
infatti la relazione:

[19] —b(1MN)+a (1M P)—3"(2MN)+a” (2MP) —b"(8MN) +a" (3 MP)=0

se le @, come abbiamo supposto, esistono nei punti MNP e sono
derivabili nel punto M. Possiamo allora scartare dalle 18] la sesta
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- equazione, che & combinazione lineare delle prime cingue e ricavare
le @, dalle {18} restanti, purchs il determinante:

' " i

a a a
v b
R a’ a
20] D=\ oy oy
' . .oa Looat oa”
_Au 2845 2A); Ayy 244, Ay,

sia diverso da zero. Ricavate cosi le ¢, in M, si possono conoscere
le derivate prime (componenti di velocitd, se 9 & il potenziale di veloeitd)
in tutto un intorno (teoricamente infinitesimo) del punto M, o si avvia
- cosi la integrazione a) passo (caso del moto potenziale subsonico).
Vi sono perd casi nei quali @ D=0 (cid accade per alcune di-
rezioni spiccate da M, nel moto potenziale supersonico). Ora, posto:

;21] Gy == a’ b — ﬂmbl"? Iy = ab —a bm, g = ab'—a"d y
[22] = S AL
8=l .

s1 trova facilmente essore:
[23] _ De=—a"c.

Sicché, nell'ulteriore ipotesi che specificheremo meglio appresso,
di D=0, le direzioni a'a"a"”, 0'b”0"™ dovranno scegliersi in modo
da soddisfare: R ' :

124} | o= Z A'rs OC,.‘IIO'.S =. 0 )

dove la forma quadratica, nel caso supersonico soltdhto, non & definita.

Con tale assunzione le ¢,, risulteranno finite se, ¢ solo se, saranno
nulli 1 sei determinanti che si o:ttengond rispettivamente sostituendo
- ad una delle sei colonne di D la colonna formata dai termini noti
delle {18}, toltovi beninteso (3MP), avendo messo da parte la sesta

- equazione [18]. Le sei equazioni che si ottengono annullando questi

sel determinanti, quando al posto di:

[25] (LMN), 1MP), @MN), @MP), (8 M N), —0
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$i ponga rispettivamente:
{26] C; Cp Cy Cy Cg Co )

e quando con Dy si indichino i complementi algebrici degli elementi
del determinante D, si scrivono: '

G . :
(27] S Dye=0, (j==1,2,8,...6) .

Perd, o causa dellannullarsi del determinante D in virth dello [£3]
e -[24], 1 minori Dy di una colonna di || sono proporzionali a guelli
di un’altra colonna e percid e sei equazioni [27] si riducono ad una
sola. Sceglieremo la seconda perchd di pit facile sviluppo, trascri-
vendola qui sotto insieme con Valtra indicata nella {10]:
. (IMN)D 15 +(2MN) D g 4 (BMN) D gy 0 Dyp— (1M P) Dy (2MP) Dy
(1MW) +(2MN)D" +(3MN)b” =(1MP)a/'+ 2MP)a” + (BMP)a”

le quali costituiscono un sistema di due equazioni nelle tre inco-
gnite (»MN), essendo conosciute le ¢, nei punii M e P.

Per procurarci la terza equazione occorrente alla determinazione
delle g, (N), dovremo valerci ancora di un terzo punto Q della variety
da cui si parte per eseguire l'integrazione della [1]. Tndicheremo allora
con ¢' ¢ ¢ e proiezioni infinitesime di Q@ M, o scambieremo nelle pre-
cedenti considerazioni I'ufficio di P con quello di Q, fermo restando
Iufficio di M. Di conseguenza, dovremo nella {28} sostituire Q a P

! "

e ¢ ¢ ¢ alle ¥ 0" b, ed avremo:
[29] (1MN)q’+(2MN)g”+(3MN)q'_”:_.(lMQ)a'+(2MQ)a”+(3MQ)a”’

Con le due [28] ¢ la [29] abbiamo tante equazioni quante inco-
gnite e possiamo quindi estendere Ja. cognizione del campo di velocita,
se ¢ ne & il potenziale, al punto N chc giace fuori della superfleie su
cul stanno M P Q.

§ b, DEIERMINAZIONE DEL PUNTO N OUI $1 BSTENDE LA CONOSCENZA
DEL CAMPO. — Dobbiamo ricordare che lo componenti ¢ a” a” di M N
o lo componenti b’ 5" 5" ai MP devono soddisfare, per il tramite delle
oy g 0y date dalle [21], alla [24], la quale si’ pud pensare come eque- ;
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zione di un cono C del secondo ordine, avente per generatrici le di-
rezioni (o, @y ). D’altra p&lte, atteso il significato dells «,, espresse
dalle [21}, le due direzioni a'a”a™ e '3 0" giscciono in un piano
perpendicolare ad una generatrice del cono C individuato dalla [24);
ed altrettanto dieasi per il piano formato dalle direzioni &'a”a™ o ¢' ¢ ¢

I piani vy, rispettivamente perpendicolari alle generatrici del cono C,
a loro volta inviluppano un cono I', che, come vedremo tra poco, &
anch’esso del secondo ordine; quindi il piano MNP & perfettamente
'determinato perché tangente al cono I' e passante per la rotta MP,
che & data. Analogamente il piano M N Q & determinato perché tan-
gente allo stesso cono I' e passante per la rette data M Q. I’interse-
zione di questi due piani fornisce la rvetta MN e quindi sopra di essa
s1 assumerd il punto N al quale si estende la cognizione del campo
di velocita, a partire da M, P, Q. Alla determinazione geometrica di N
facciamo ora seguire quella snalitica.

Siano gy pe Py le coordinate omogenee di piano ed @,.— a,°,
(r=1,2,8,4) quelle di punto; la condizione di ortogonalitd tra la dire-
zione (%, a;0) ed il piano suddetto & espressa da:

[30] b=y (t=1,2,38,4)
cosi che lo [24] dard:
3--- .
[31] }_ A p,.v,=0
[ | R

che sard l'equazione del cono I' in éoordinate omogenee di piano.
Non & poi fuor di luogo osservare che, in coordinate omogence
di punto, dalla [31} si passa alla [8].
Le coordinate py g, rgh, del piano MNP soddisferanno alla con-
dizione:
[32] . . l}.g_ br+_y-g_b”+ P'E bm =O
Per risolvere il sistema [31] [32] che deve fornire i mutui rap-
porti delle p,, individuanti la direzione della normale al piano MNP,

conviene anzitutto soddisfare la [32] ponendo ad esempio:

33] I AT gy A p— L
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oppure mettendo p., nelle- forme che si ottengono dalle [33] con per-
muteziono circolare degli apici e deghi indici.
Sostituendo le [33] in [81] si ha 'equazione di secondo grado in t:

[34] P [Aud" - 2A B E 4 Ay B 421 +
A TA L DB = Agy b0 e Ay D A DD b [Ay, D7F— 24007+ Agy b ==
Ricavato ¢, lo sostituird nelle [38] e si avranno lo p,, ciod i va-
lori proporzionali ai coseni della normale al piano MNP,
Per passare al piano MNQ, le cui tre prime delle coordinate omo-

gence sono [ i, ya, ba%ela apphcale lo stesso proced1mont0 di sop1a,
conmdela,ndo in luogo dcl smtema [81] [38], l’a,ltlo ana,logo:

(35] N WA
[86] | =" Fa=q" t—q) Wy=—q"t
| 1nvec| della ‘[34] avremo: :
B FlAss0"" — 2Asag’ 0"+ Mgy g + 2 +
+ (A0 — Aasg'q" = A" + Age"q'] + [A10" — 2A450'¢" + Assg®] =0

Da questa si ricaverd £ e si sostituird nelle [36]; si avranno cost
1 valori {; Iy Py propofzionu,li ai coseni direttori della normale al
piano M N Q. :

La diremione MN di plolemom a a' a” che andiamo cercando st .
otterrd assumendo a' a” a’” p10p01z1onah al minori che ool proprlo
segno si estraggono dalla matnoe '

Ly o W L

[38] fur e b

' g Pt
§ 6. Sommma DN cALcoLl. - Sia date Pequazione [1] ¢ si cono-

scano lo {ro derivate prime ¢, {®, @, @y} in clascuno dei punfi:
Mz, * 22, Play® + 1) a® + 07, 2 + 07} Qlae’ + ¢y @ + 7y 06" + 4]

con le b e lo ¢ sufficientemente piccole, tanto da potersi considerare
i tre punti suddetti come vicini tra loro.
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Anzitutto si calcoleranno le A, ¢ 9 nel punto M; indi si costrui-
~ranno le due equazioni di secondo grado (34] e [37]; risolte, daranno
rispettivamente ¢ e . Assunto a piacere un fatbore di proporzionalitd k,
lo si applicherd ai minori della matrice [38], ottenendo cosi in virth
di [83] e [36]: :

@ =kt g — " g + (b g b g £)}
(39 a'=kb"q"(t )

a =Ly g b " 8y + (Vg — b g}

Naturalmente % si seeglierd tale che il segmento MN di proie-
zioni a'@” " risulti nell’ordine di MP ed MQ. Le coordinate di N
saranno: @,° +¢a’, 2.° + a”, w,° + a’.

Trovati a'a” ™, si & in grado di costruire i complementi algebrici
della seconda colonna della matrice D, 1 quali figurano nella prima

delle equazioni {28]. Tssi sono:

D= ay(Aua”b" — A"l + Ayt )

Dy = a,(Asa® —2A 00" + A, a™ )
D= — a3 (Ags @"D" — 245,00 3 Ay a™ ™)

[40] Dip==  op(Ag@™ —2A5a"a" + Ayya™ )
Dy =aca, Ay

Hf
Dyy==ay9, a

dove le «, 2, #; sono esplicitate nelle [21].

Si formeranno quindi le sei differenze (P) ~ ¢(M), 0.(Q)~ 0, (M),
per r=1, 2, 3, ciot le differenze che abbiamo indicato con (r M P)
{r M Q) che figurano nei termini noti delle (28] e [29], e si passerd
infine a risolvere il sistema delle tre equazioni algebriche lineari [28)
e [29]. Dalle differenze (»MN) che cosi si ricaveranno, si dedurranno
immediatamente le g, (N) ossia lo tre derivate prime di ¢ nel punto N,
In questo modo rella integrazione, siamo passati dai punti MP Q al
punto N,

§ 7. CONFRONTO CON I GALCOLI NELLE DUE DIMENSIONI, — Nel campo
bimensionale i calcolt devono di necessitd risnltare pitt semplici. An-
zitutto, 1 coefficienti della {1] sono tre, invece di sei. Tn secondo lnogo,
invece di due equazioni di secondo grade [34] o [87], se no ha una
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gola, la [18]. Terzo: i complementi algebriei Dy sono tre (come dalla
[158dis]), invece di sei come nelle [40], ¢ sono estratti da un determi-
nante D di terzo ordine anzichd di sesto, Quarto: le derivate primoe
incognite sono due invece di tre, e pertanto occorrono due sole egua-
zioni per determinarle, invece di fre.

Naturalmente piltt cresce il numoero delle dimensioni e pit compli-
cati riescono 1 calcoli, ed & fatale che ¢id accada. Qui, siccome abbiamo
caleato la falsariga che abbiamo prima ideato per le due dimensioni,
e che ha dato, come si & visto, gli stessi risultati del Ferrari, non
potevamo, nel passaggio alle tre dimensioni introdurre semplificazioni
ultoriori. : : ' ' '






