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ACADEMIA
SCIENTIARVM

SULLE GONDIZIONI DI VALIDITA
DELLA FORMULA DI GREEN-STOKES GENERALE ()

GIULIO ARUFFO

SvMMARIVM, -~ Auctor demonstrat generalem GrerN-SToxes formulam tunc
tantum valeve, cum codfficientin formae integrandae gradue minoris sunt diffe-
rentiabilia, coéfficientia autem formae gradus majorfs sunt continua. Integrale
auntem theorema Cavcmy deduei potest per formulam Gruen, {inxta viam a
RisMann indicatam) etiam in hypothesi a GOURSAT proposita,

1. — 1 ben noto che il teorema integrale di Caveny per una fan-
zione analitica f(2) di una variabile complessa z=a+éy, pud dedursi im-
mediatamente (con Riesmawy) dalla formula di Greex nel piano, spez-
zando f(z) nella sua parte reale u{x,y) e nella immaginaria v, y).
Tale -dimostrazione necessita non soltanto dell’esistenza delle derivate
parziali di # e v [gid conseguente dall'esistenza di f'(2)], ma anche
della loro continuitd, poich® essa interviene nelle ordinarie formula-
zioni del feorema di GREEN.

D'altronde Goursar ha dimostrato, per altra via, il teorema di
Cavcny medesimo, nella sola ipotesi dell’esistenza di f'(z) (). Tl ra-
gionamento di Goursar sfrutta essenzialmente il fatto che se in un

() Nota presentata dall’Accademico Pontifieio 8. . I'rancesco Severi nella
rinnione del 22 novembre 1951,

Lavoro eseguito nell’Istituto Matematico dell’Universitd di Genova.

{1y Cfr. . Gounsar, Cowrs d&’analyse mathématique. Gauthier-Villars (1948),
Tome II, pag. 4.

1 Adcie, vol. XV.
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punto z, interno al campo di definizione di f(2) esisto f'(z), ivila f(2)
& differenziabile ().

Si riconosce subito che cid implica la differenziabilitd di u(x,y),
v(x,y). Pereio si affaccia spontaneamente la domanda se sia possibile,
imitando il ragionamento di Goursaw, stabilive la formula di Gueex
nelie ipotesi corrispondenti, pitt generali del consueto, e precisamente
ammettendo soltanto la differenziabilita dei coefficientl della forma
differenziale integranda semplicemente, insieme alla continuitd della
funzione integranda doppiamente.

Ansi el si pud chiedere pill in generale se, sotto amaloghe ipotesi,
valgs la formula di GRERN-Soxs
[1] Jore=[dw,

Tx Vhet
essendo o, una forma differenziale esterns di grado % nelle variabili
reali @y, 23, ..., x, (n>k), du, la forma di grado % +1 che si ottiene
con la differenziazione di E. Camrax, V,,, una varietd (k+1)-dimen-
sionale orientata dello spazio euclidec 8, (@, x,,..,x,) e I}y il ciclo
Ie-dimensionale contornante V,,,.

Scopo di questa nota & appunto quello di dare risposta afferma-
tiva al precedente interrogativo, dimostrando il teorema seguente:

La formula {1] sussiste nelle ipotesi che:

1) La varietd orientata V,,., possa considerarsi come una catend
di (k- 1)-simplessi (eventualmente singolari) di classe w=1 (%) dello
spazio 8, e sia V., >, (*);

(1) Diciamo che una funzione di una o pilt variabili (reali o complesse) &
« differenziabile » in un punto P, interno al campo di definizione, quando I'incre-
mento della funzione per uno spostamente da P, ad un punto prossimo I’ diffe-
risce dal differonwziale corrispondente (differenziale totale se trattasi di piu va-
riabili) per un infinitesimo di ordine superiore rispetto alla distanza P, P. Mentre
per le funzioni di una sola variabile (reale o complessa) derivabilith e differen-
ziabilith coincidono, per le funzioni di pitt variabili l'esistenza delle derivate
parziall in Py, non trac seco la differenziabilits in P,; d’aleronde la continuith
delle derivate parziali & pil restrittiva delle differenziabilita. Cfr. I, Smvmnr,
Suila differenziabilitt totlale delle funzioni di pit veriabili reali. «Annali Qi Ma-
matica », Serie IV, Tomo XIII, pag. 1.

(#} Vale a dire trasformati univoei (e non necessariamente binnivoei) dif un
{fe+1)-simplesso reléilines (poliedro elementare) di uno spazio euclideo a +1 dimen-
sioni, essendo di classe w le funzioni che rappresentano la trasformaszione {cfr. n. 3).

(%) Beguendo il simbolisme di ALEXANDER, con la serittura A 5 B intendiamo
esprimerc che la varietd A ha la varieth B come contorno orientato in relazions
positiva con A, Il cicle I' risulta anche esso una catena di k-simplessi di classe .
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2) i coefficient: Ay . o l2y, @,y ., ®,) A w, siano differenziabili
(e quindi continui) in una regione aperia B di 8, contenente V,,,;

3) stano continui in R € coeflicienti della forma dw, (senza che
tali siano di necessitd le singole derivate delle A, . ; che compongono
quet coefficienti).

Nel caso n=2, k=1 (formula di Grmexy nel piano) l'ipotesi 1)
pud anche venir sostituita con quella che la linea clhiusa Iy sia una linea
di Jordan semplice ¢ regolare, socondo proveremo al n. b (1).

Ne segue che la dimostrazione di Rmmaxy del teorema integrale
di Cavony conserva la sua validitd anche nelle condizioni gonerali di
Gloursar,

Osserviamo infine che, sempre con riferimento al caso n=2, k=1,
ung volta provata uelle condizioni dette la formula di Giruen, che
seriveremo :

[(Ade+Bdy)= [[(B,—A,) dzdy D),
v n

possiamo argomentarne che, se lo-funzioni A{x, y), B(x, ) sono dif
ferenzigbili in una regione R semplicemonte connessa od ivi sussiste
Peguaglianza B,==A,, si ha:

f(Adz + Bdy)=0

i
per ogni linea di Jorpan chiusa regolare situata in R. Ne segue
che Adwx+ Bdy 6 differenziale totale della funzione

G (o, ) = [ “(Adw+ By}
(2o Yo

univocamente definita qualunque sia in B Varco regolare di integrazione
che conduce da {m, y,) ad (2 ¥).

Invece Vuguaglianza B,=A,, nella sola ipotesi della continuitd
di A, B insieme all’esistonza delle derivate parziali, non basta a ga-
rantire che A da + B dy sia un differenziale esatto, come ha dimostrato
Torgrorr con un esempio ().

(") Avvertiamo perd che il ragionamonte ivi sviluppato non sembra faeil-
mente generalizzabile gnando ci si ponga in condizioni analoghe per #, k qualungue,
(% Cfr. TousTorr, Recueil mathématigue, Moscou, (2), 9, pag. 461.

"1 deta, val. XV
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Questo fatto mostra che lipotesi 2) nel precedente enunciato ge-
nerale non & sostituibile con la sola ipotesi dell’esistenza delle deri-
vate parziali dei coefficienti della forma .

9, - Proveremo dapprima la {1] nel cago che V,,, sia un simplesso
rettilineo n-dimensionale E,(k+1=n), il cui contorno indicheremo
con €,y

Nel caso presente le forme integrande possono scriversi:

n
W, 4= }T-,-A.,-(.’El gy .’Iﬂ,,,) d:(m_[ T Ligy Lypay ey ',Bm)

[2] '
1 DA,
dwn—-z——jz(_l) ’L‘ d(%i:wﬂ}" y &a)
Per le ipotesi ammesse la funzione:
n vy OA;
i8] _ ¢ (21, mz:'--amn)zéi(" 13 15{7{:

& continua in E, +e,., ed inoltre, essendo P{#,, ..., &, un punto di R
prossimo a P(x,, .., ®,), pud scriversi:

[4]
_ _ 7oA (&, .., o
Ai(a:{,...,m,,):A,-(wi,...,m,,)+'%‘,m~f~£:g{;-——’m") (., — @) + o;{P, Brr

dove le funzioni o,(P,P) sono tali che, fissato ¢ >0 pud trovavsi 5, >0
siffatto che risulti:
Ja{(P, ?}I < g (t=1,2,...,n)

per tutti i punti P aventi da P distanza PP <3, (1)

Sia ora @ un ipercubo contenente I, nel suo interno. Pigaati ad
arbitrio due numeri positivi %, ¢, mediante successive suddivisioni
di Q in ipercubi parziali, possiamo supporre di aver decomposto Q
in & ipercubi QY ..,Q* di massima diasgonale & <) siffatti che in

4} Le funzioni «{P, P) non sono definite per P = P ma quando ci oe-
o 9

covrn considerarle per P = P, intenderemo a (P, P) = hm a;(P P)=0.
PP
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§
ognuna delle A<k regiom =T, . Q° non vuote (e siano quelle
per cui s==1,%2,.., k) esista almeno un punto Y(y: ¥s' ) ¥a') tale
che risulti:
- iB] e (P, Y| < e ((=1,2,..,1)

per ogni P di G ¢ essendo O ).
Sard allora:

B, =Ct+ C* 4 ... + C*, Gy =0 4+ b+ O

v 13
/mu-—i ‘_[dmﬂw-l = zs a[wu-—-i — dmﬂ—l ‘ .
o Gl E, 1 ¢t c*

In ciaseuno dei domini CF4 ¢ possiamo esprimere i coefficienti
di ©,_, mediante la [4] nella quale si scelga P = Y°, cosiccho risulfa:

W )
Gy =5 IZ-Ai(yf, —-~:.%f) (@1 ey Bty Tiay oony "Bn) +

9 n ")A_i?s”_?s)
3 ?z’ %r “““‘“_(‘J%B"“:”dﬂ_ (w:-””yrs)gd(wi: vy Ty TLigys ooy -‘B,,) +

@ . )
+ %f Q{(P,Y‘) . PY‘d(.’Bi, veey Li_ay Ligqgy oy .’Bﬂ) .
D'altronde la {1] applicata nel dominio C*+¢° alle forme elemen-

tari qui di seguito indicate (per le quali la formula stessa pud provarsi
direttemente), da:

[61 fd(‘,’ci? ooy Ly Loty "'}w'»):"ﬂo
CB'
{71 .[-’B,. d(-’Bi, sy Bty Listy oy "Bﬂ) =

(0 per rd=i
T 1) fd (@ g ) =(— 1) O per P
Os

ove con O° si indiea ad un tempo l'ipercubo considerato ¢ la sua
misura.

(1) Cfr. ad es. I, Severt e G. Scorzs Draconi: Lezioni di analisi, Zani-
cholli (1944), vol. IT, Parte T, pag. 366, n. 10, Quanto interessa & ivi dimostrato
nel caso #=—2, ma le considerazioni ivi esposte sono ovviemente di caratters
genorale.




G PONTIFICIA ACADEMIA SCIENTIARVM

Tenuto conto delle [6], [7], [B], si ha:

EOAS ey 1Y) i—1 (s
[opm= 328t gy
CS

W ‘
+ 21‘ [P Yoo (P, YO d{ayy ooy @iy Biggy ey By) =

Cs

= QY ey 92 O S PV (Y A oy Bicty Tt oy @)

CS

S1 oftiene cosi:

n
fwﬂ—i -——[dw,,_i»«'—*«» %s"{)(fb’f’ ey yw:s) O’-—j‘dw,,_!
E, c°

e

+

#i—1
roon J— i
+ ?5 %{ Py 0!1;(]?} Yt) d(ml, vy i gy iy ey {B,,)
£

(A

o anche, ricordando le [2], [8] ¢ applicando il teorema della media:

3
(8] j P f Qoumy =2 AP - 9 = 920 oy 27 O

)

e "

5—1
ko ow

+ %s %i P"-{TS ai(P,Y‘i) d(ml, rery a}‘,-_“ -'I!,-.,.“ taey .’Eﬂ)

Cs

con 7%z .., 2,") punto opportuno di C*+ ¢
Per uniforme continuitd di ¢ (@, ..., x,) in K, +e,.,, restringendo
eventualmente X possiamo ottenere che sia:

[9] [P ooy 40 = @ (215 ey 2,5)] < 2 (s==1,2,..,8).

Tenuto conto della [6] e della {97 si ha allova:

./‘ww—[ - [dm«n—i
y,

Cp—y

h __h n t
< & %s(}s"' el/n %slm %1'] [@{Eyy oy @iay @iaas "'1'7’4;)] ’
o

giascché PY" & minore o uguale della diagonale di QF, la quale vale 1 V?hl.,
indicando con £ il late di Q.
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Ora, se Q@ & tutto interno ad E,,¢* sl riduce al contorno di &
e l'ultimo integrale scritto all’estensione di talo contorno, ciod 2nlti—1,
Se invece @' esce fuorl di E,, ¢ comprende une porzione di e,.,,
che indicheremo (insieme alia sua misura) con ¢, .

In ogni caso si pud serivere:

I/wn—i'“./ dwﬂ-—i

;‘
e E,

< £

S %
B, +nd'n S0 12p ety g,
_ 3

HE

e infine, ricordando che la lunghezza I V'n della diagonale di Q

si & assunta < 3,

o fone

Cy—t

<e[B,+ 20 V0 Q+alnre, |,

indicando al solito con T, Q, ¢,_, le estensioni delle varietd omonime.
Stante l'arbitrarietd di e, il primo membro dell’'ultima disegua-

glianza seritta & nullo, come volevamo provare.

3. - Per ginngere alla dimostrazione della formula di Grmen-
Srokes nelle ipotesi generali del n. 1, faremo uso di un cambiamento
di variabili. Oi occorre peveid premetiere il seguento

Lemma: Se

Y [, g,y oy @)
& funzione differenziabile nella regione R e se
(10] Q== 00 (Uy, gy ory Upgn)

sono funzioni di classe w1, le quall pongono una corrispondenza
univoca (non necessariamente biunivoca) tra i punti del simplesso
rettilineo T, + &, (Tﬂ,‘“-a» &) dello spazio euelideo (tg, .., #y,¢) ¢ 1
punti del simplesso (eventualmente singolare) Iy, + (I~ e) ap-
parfenente ad R, allora la funziome:

Ty, g, oy ) = flaeg (g, oy tagy)y oy @y, oy #00)]

riesce differenziabile in ogni punto di Ty, + &.
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(onsideriamo infatti in E,,,+& un punto comunque fissato
Q(%y, ., thayy) ed un punto Q' (2, + Atty, ., Upyy + Attyyy) variabile nel-
Pintorno di Q, ¢ diciamo P (@, ..., 2,), P'(w; + Ay, oy @, + A,) i punti
che le [10] fanno corrispondere rispettivamente a P e I

Per lo ipotesi lo [10] sono differenziabili, e quindi:

kel
[11] Sae= Q) — (Q>_z.f’f‘:§°@. A+ 7,
con:
[12] lim ——-fV =0
: ) ot
Q>Q z Aw?
Inoltre, per la differenziabilith di f(xy, ..., T.):
4 T )
AW =F(Q) - FQ=FE)—fP)=3 of (1_ At o
con
[18] lim ——te =0
PP 2
S.Axt
1

A causa della [11) Vineremento della funzione F(w(, .., #xyy) PUO
seriversi:

Al = ” Df<P) ;’%1 Dmi(Q’)

2 Du Au,.+o¢ii+m=

_ 2 & of(P) 9%(Q) z °f(P) _
_']2,.:.\14 '121 S, Du %i-—ﬂ—»zﬁ 0y =

f (P)

oy 0.

il O
=% G ans 3

i

Ricordando la [12], per dimosirare il lemma siamo ridottl a
provare che:

1‘14] hm ——m I O f

(}l Q k1
- \/2 Au,l
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Ora, so eventualmente accade che in ogni intorno di Q esistono
posizioni di Q's= Q per lo guali si abbia P’=P, quando Q-+Q as
sumendo le dette posizioni si ha costantemente w =0, cosicchd la [14]
5 soddisfatta limitatamente al modo specificato di far tendere Q' a Q.

Escluse codeste posizioni di @, si ha ad un tempo Q'#Q e P'3£P,
onde pud scriversi:

T
) 10} ?" Az
s - P . Tt =
\/ ;,, Awn® '%—1- At E{,. Awu?
- o Ui tagy
Sy .
- n ? T e
o
?1‘ A m:2 ;r A L

Per la [13] e la continuith delle [10] il primo fattore del pro-
dotto ad ultimo membro & infinitesimo per Q'+ Q; per provare la {14]
basters quindi far vedere che in un intorno di @ il secondo fattove
& limitato.

Dalla [11] risulta:

E+1 1O,
) . 0x,(Q) aw, |
|Axy n ou,
e Sy S prr—— +
¥ T+l 1 T+l
\/ S.Au,k \/ S At
7 i
< | 2] - 2x,(Q) - joul
P S 2T, T T

S Ak SoAulk
1 1

L'ultimo addendo &, per la [12], infinitesimo per Q'+Q, mentre
il primo & indipendente da @'; da cid segue la limitatezza del quoziente
a primo membro in un intorno di @, e quindi la tesi.

4, ~ Passiamo ora alla dimostrazione delln [1] nells condizioni
generali. Per le ipotesi fatte al n. 1, &

» . P .

iy 1 . (3]

Vier= zli“s Kiesa Ly=2:a;¢e;
1
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. ) . (i
ove ciascuno degli T2, > el

b un simplesso di classe w1 e ghi a
soino interi, .

Per la linearitd degli operatori che entrano in gioco basterd
provare che la |1} vale por ciascuno dei simplessi . Sopprimendo
'indice #, indicheremo questo semplicemente con L&, , —e,.

ssendo B,,, simplesso di classe % =1, esso pud rappresentarsi
gu un simplesso rettilineo Epyr > dello spazio enclideo (e, %y, oy tyyy)
mediante una trasformazione del tipo [10].

Risulia allora

[15] fwk::f_'rﬁk; fdmk :IEEJ—;

Al I
&y ey, By E

OVE CON Wy, d w, s'indicano le forme differenziali trasformate di oy, oy,
mediante le {10].

Per la nota invarianza della differenziazione di Carraw rispetfo
ai cambiamenti di variabili, risulta dw, = d@,, mentre, per quanto si
& provato al . 3, le forme @,, d@, soddisfano a quelle ipotesi di
differenziabilitd ¢ continuitd dei cocflicienti sotto le quali & valido il
risultato acquisito al n, 2.

jw,‘mfdwkwfdm,‘

Bpyy By

Ne segue:

e quindi per le [15]:

fu.\,‘mfdw,‘ .

&, 1«],‘“

Il teorema onunciato al n. 1 & cosi completamente provato,

b, —~ Terme rimanendo le ipotesi 2) e 3) dell’enunciato al n. 1, dimo-
striamo che la formula di Grery nel piano:

[16] [(Ada +Bdy) = [[(B,~A)dedy ,
¥ . N

sussiste auche se l'ipotesi 1) viene sostituita da quella che y sia una
linea vegolare semplico chivsa di Jordan, circondante il dominio D).
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Dal n. 2 risults intanto la validith della {16} quando y sia un
triangolo tutto intorno alla regione R ¢ D sia la regione friangolave
delimitata da v. K allora ovvio che la [16] stessa continua a valere
quando v sia una poligonale chiusa non intrecciata p tutta interna
ad R e D la regione poligonale delimitata da p.

1 poi noto(!) che nelle ipotesi ammesse per la linea y si pud sce-
gliere su di essa un numero finito di punti P, Py, ey P,z=P, succe-
dentisi nel senso positivo su ¥, in modo tale che la poligonale ps di
vertici consecutivi P; non sia intrecciata, abbia il massimo lato 3* mi-
nore di un segmento comungue prefissato, e che il verso di percorrenza
determinato su py dai punti P, risulti positivo per ps.

Tnoltre, detti D’ e I due qualsiasi domini tali che D’C D < D”
senza che le frontiere abbiano punti a comune, pud trovarsi un 3 tale
che, ogni qualvolta sia ¥ < ¥, risulti D' & < D”, ossendo 5 la re-
gione poligonale delimitata da ps. Seguo da cid che Varea di & tende
all’area di D per 3*-0.

i controlla poi facilmente che, fissato &0 arbifrario, pud trovarsi
un 5.*> 0 tale che, se P ¢ Q sono due qualsiasi punti di v aventi di-
stanza minore di 8% sia: |arco PQ[ <&.(?) Negli enunciati precedenti
si pud pertanto sostituire ovunque la considerazione di 3* con quella
del massimo, 3, degli archi P, Py,,.

Cié premesso, consideriamo in & un dominio D che contenga D
nel suo interno; in base a quel che si & detto per & minore di un
opportuno 3, & & tutta interns a D. Considereremo nel seguito quelle
sole poligonali pp per cui d< 3.

(1) Cfr. I". Smver e G Scorza Dracony, Lazioni di analisi, gia cit., 11, pag. 168,

(®) Bd infatti assunta ’ascissa curvilinea s come parametro su 7, notiamo
cha, nelle ipotesi ammesse, s & funzione univoca del punto P variabile nell’in-
sieme chiuso y. Per provare laffermazions fatta basterd mostrare che tale
funzione & continua (e quindi uniformemente continua} in 7y, e ciod che,
fissato ¢ > 0 arbitrario, ad ogni punso Py{s,) di v pud associarsi un numero pe{P)
tale che a tutti i punti di v interni al cerchio di centra Py e raggio pe(Pg) eor-
rispondano valori di s soddisfacenti la [§-—8,! < ¢, vale a dire costituenti un
intorno ye{P,) di Py sz v. Ora, se cosi non fosse, in ogni cerehio di centro Py
cadrebbero punti di y—+:{P,) e quindi P, medesimo sarebbe punto di - ye{Py)
(insieme chiusc), cosicohd P, proverrebbe oltreché da s,, da qualche valore
di s 8y, contro lipotesi che v sia costituita di punti semplici.
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Per ognuna di esse, secondo si & detto, vale la eguaglianza:

[17] [(Ada + Bdy) ——f[ (Bo—Ay) dady
7§ Jﬁ

Se proveremo che &:

(18} lim [ (A da + de) / (A de + Bdy)
G d) Y
.
[19] 1_m [ (B, —A,) drd?j*—[[ (B,—A,) dy
d

sara stabilita la [16].
- Comineclamo col dimostrare la |18J Indicati genericamente con
Pr(@s, ) 1 vertici di ps o posto:

B == }?h %A(Pu) (oy, Trs)+ B (Pk} (y» - yh—i)é )

risulta:
lim Sy = [} Ade + Bdy!

50 y

onde per provare la {18] basta mostrare che la dlﬂ’eronaa f(A.da:-l—BdJ) Ss
tende a zero per S =0, 75

All’vopo si pud scrivere:
[20]
f (Adw + Bdy) — 8y =3, | j[A@,y) — AP]de + Bl y) ~B(P:)]dy}
' Pg Py Py
ed osservare che, per l'uniforme continuita di A (x,y), B (%, y) in D,
scelto ¢>0 pud trovarsi un §,>0 tale che per 3 <3, le esprossioni in
parentesi quadre nella {20] risultino in valore assoluto minori di ‘JS'T‘
(ove con v s'indica la lunghezza della linea omonima).

Risulta allora:

t { (A da+ Bdyy — S| < 5? Py .
J

IS
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Passiamo a dimostrare la [19]. Detto M il massimo in D della
fanzione continua |B,(wx,y) — A,(x,y)| o fissato e¢>0 arbitrario, siano
D' e D" due domini tali che:

DcDcecD’"c D

scolti in modo che le aree di D' e D" differiscano per meno di i
. . N I
Si & detto che esiste un 3,> 0 tale che per § <3, sla:

Do dcD”.
Indicheremo con Gy il dominio (e la sua area) costituito da tutti
i punti del pianc interni ad uno solo dei due domini D, & e dai loro
punti di accumulazione. Tutti i punti di & sono esterni a D’ ed interni
a D", e pertanto &:

G‘agD”—‘-D’<~£‘ﬁ:~“.

Inoltre:

[ (Bo— Ay dwdy — [[(Bo— A,) dudy| < [ | Bo — &, | dwdy S MGy <2
D SPB Gy

1Y

o con ¢id & provata la [19],





