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INTORNO AL TEOREMA DI COLONNETTI
SUT SISTEMI ELASTO-PLASTICI ™

{Con quattre flgure)

EUGENLIO FROLA

SYMMARIVM, — Auctor ostendit theorema ‘Colonnetti cirea systemata elasto-
plastica nihil alind esso nisi hypothests illa fundamentalis de deformationis
omnimodae congruentia. :

Docet etiam rectam quamdam eiementanam rationem, qua opus nos est
algorithmis minimizantibus uti,

In un gruppo di Note comparse nell'estate scorsa sui Rendiconti
della R. Accademia dei Lincei (*) il prof. Gusravo Corownmrrr ha im-
postata mma trattazione analitica rigorosa del problema, davvero capi-
tale per la teenicn costruttiva, della valutazione delle eventuali defor-
mazionl plastiche, alle quali pud venire assoggeltato un sistema elastico,
senza, che ne sia compromesso 'equilibrio statico.

Lo studio del prof. Coronwmrrt viene concluso con un teorems,
brillante estensione del noto teorema di Muwannea ai sistemi elasto-
plastici.

Tale teorems di Coroxzarrr, di cul non riporto la dimostrazione,
rimandando i} lettore alle Note anzi citate, pud essere cosl enunciato:

«In un corpo, o sistema elastico, deformato sofito un dato sistema
di carichi, sin raggiunta una certa configurazione di equilibrio, per la
quale le componenti della deformazione siano in parte di natura ela-
stica, in parte &i natura plastica; specificando, dette:

{*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio G. Colonnet, il 80 genn, 1038,
(1) «Rend, R,Ace. Naz. Lincei», vol. XXV, serie 62, fascicoli 8-11 (1987).

16  Aete, vol. IT,
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le parti elastiche della deformazione ¢ dette:

le parti plastiche impresse; supposto che lo componenti della tensione

giano indipendenti dalle &, ..., ¥y,, ... e che invece dipendano dalle
Eay ovvs Yusoo -, attraverso le relazioni:

0 0
Ux——as_xc?(sm sareny Tyzy oo ) Tyzmmq’@m """ O (IS IRRERR )
(valide nel campo elastico ordinario, dove @(&xy ...y Yyzy --.) ¢ lo stessa

forma quadratica, definita, positiva, che esprime lenergia potenziale
elastica locale in teoris ordinaria dell’elasticitd) le tensioni interne che
caratterizzano lo stato di equilibrio considerato, son guelle che rendeno
minima l'espressione:

M 0aV + [If (0250 + 7y Fyu ) AV

per rapporto a tutti i valori che l'espressiome stessa pud assumere,
compatibilmente colla deformazione plastice impressa, e colle forze in
equilibrio »,

Questo elegante ed espressivo risultato, che pud ben servire di
base per ogni ulteriore analisi del fenomeno elasto-plastico, viene tratto
come conseguenze analitica della premessa, certo irrefutabile, della
congruenza della deformazione totale, di componenti:

B+ Epy vvnn y Yue T Tyey rov s

& pur presentando tutti i venteggi che 1l teorema di MeNaBREA offre
nel campo elastico, & in nltima analisi un modo elegantemente espres-
sivo di ripetere che le componenti totali della deformazione formano
un sistema congruente.

Mi & parso quindi non inutile indicare un seconda via, paraliela
a quella indicata dal teorema di CovronzmrTy, per raggiungere i risultati

che quest’ultimo porta con sd: & questa via quella della dirette applica-
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zione dell'ipotesi della congruenza della deformazione totale (ipotesi che
in un campo puramente elastico pud analogamente sostitvire il teorema
di MENABREA).

Mi limito, per ora, ai sistemi reticolari esponendo questo metodo,
che chiamerd della congruenza, che & del tutto elementare.

“

Y

Fa. 1.

Sia dunque dato un sistema reticolare, per semplicitd piaiio, ne-
cessarimnente iperstatico, e siano alcune aste di esso, sovrabbondants,
sospettabili di deformazione plastica; tali aste siano in numero di =,
siano A;, Z;, arca della sezione normale ¢ lunghezza dell’é-esima di esse
(i=1,9, ..., n); slano I il modulo di elasticitd, supposto comune a
tulte, ¢ o, il carico, comune a tutte, per cui, secondo Uipotesi sempli-
ficatoria fatta da Conowngrrr o qui accolta, il diagramma schematizzato
di Hooxr presenta i punti angolosi, sia alla trazione che alla compres-
sione, oltre i quali prosegue orizzontalmente (vedi fig. 1).

(i premesso, penso liberata la strmttura dalle n aste sovrabbon-
danti, ottenendo una nuova struttura che chiamo principale: sottoposta
la struttura principale agli effettivi carichi esterni (che gravano la strut-
tura primitiva) caleclo, con le ordinarie teorie elastiche (nella struttura

* dcta, vol. I,



G4 PORTIFICIA ACADEMIA BCIENTIARVM

principale non sonoe possibili, per ipotesi, deformazioni plastiche), 1 mutui
spostamenti dei due nodi cul faceva, nella travatura primitiva, capo
Vasta i-esima, nella direziono dell’asta i-esima stossa: talo spostamento
(combinazione lineare delle componenti dei carichi esterni) indico con a,.
Tolgo 1 carichi ‘esterni e nella coppia di nodi corrispondenti all’asta
j-esima applico due forze eguali ed opposte, unitarie, spiranti nella di-
rezione della dotta j-esima asta, nel senso di allontanare i nodi, e cal-
colo il mutuo spostamento dei nodi dell’asta é-esima in direzione del-
Pasta stessa: tale spostamento chiamo 8.

Detto X, lo sforzo che si realizza effettivamente nell’asta j-esima
del sistema primitive (sotto le effettive condizioni di earico): lo spo-
stamento mutuo che effettivamente si realizza tra 1 nodi, cul fa capo
I'asta i-esima nella direzione dell’asta stessa, & dato ovviamente da:

a; + é Sz’_;lXj =12 .....,n) .

F=1

Ora, per l'ipotesi di congruenza, tale spostamento dev’essere eguale
a guello subito mutuamente dagli estremi dell’asta é-esima. Se Vasta fosse
ancora in regime elastico tale spostamento sarchbe dato da

X
EAC

se invece essa & gid, come si suppone, in regime plastico, tale sposte-

mento sard indipendente dalla X, (che dovrd essere nguale in valore

. a \
assohuto a ¢,A;) pur dovendo superare in valore assoluto -=%-7; (che &

B

il massimo spostamento elastico realizzabile).
Se dungue tutte le n aste, come si suppone, seno in plasticitd lo
spostamento mutuo di ogni coppia di nodi é dato da:

“
[1} @ + gy Z ‘5'1ZfAj Ps (? = 17 2: Pty u) ] (])
J=1

(*} Indicandosi con g una quantitd che pud essere eguale a 1 0 a -1 e dipen-
dente dal fatto che l'asta j-esima sia tesa o compressa.
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dev'essere

(2]

a; + o, E s,:?.Aj 04

Fml

e l'allungamento unitario plastico avra nell’asta é-esima la componente :

- o Ty a,
[3] [ — —z‘: + —Z— Z ;‘i‘,fA.-; g; D

de=1

Pud accadere che le [2] non siano tutte soddisfatte: c¢id vorrd
dire che non tutte le n aste sono enfrate effettivamente in plasticita;
sard quindi necessario eliminare per tentativi alcune di esse dal novero
delle aste a deformazione plastica.

Tale inconvenients, d’altronde comune anche al metodo di Coron-
werT, discende dal fatto che lipotesi di congruenza, od il suo equi-
valente teorema di Coronwrrrr, se ci fornisce un mezzo per la sepa-
razione della defo1maz1one elastica da quella plastica in quelle parti
del sistema dove sappiamo a priori Y'ultima presente, non ci indica lo
partl stosse in cui si manifesta la p!ast101t-a.

A questo punto mi pare interessante dimostrare direttamente come
le mie equazioni coincidano perfettamente con quelle che ci vengono
fornite sotto forma di principio di minimo dal teorema di CoroxwmTTs.

Se applico il teorema di CorowNETTI alla travatura elastica generale,
ove studiata col metodo della congruenza, posso porre per Venergia
potenziale elastica @:

XL
2 EA.,_

i==1

)

- . . - X2
dove @, & lemergia che compete al sistema principale, e TR

Venergia che compete all'é-esima trave. L’espressione da minimizzare

q)i'l'g EA_ ZXEl

o= i i)

& dunque:
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¢ le equazioni che da esse si ricavano sono:

q>i+Xi_71_+g'.zf (F==1,2,....., 1)

o
X, LA,

>“%g' (iml,Q, 1n)J

da cui sussiste [sempre che sia

] [O«D}
l[oX, Xm0, Mgy

Suli

1{ 2, _ .
]—[ s gy B, j==1,2,.....,0) .

) } -
X, Xy=o0, A0

Ora per ™l teorema di Casmigriano

o, .
[ =12 ...,n).

-~ 0 } -
X, Xy=op b0

non & altro che il mutuo spostamento nella travatura principale dei
nodi cui fa capo la trave i-esima nella direzione della trave stessa,
sotto 1 carichl effettivamente applicati alla fravatura principale e le
effettive reazioni ¢,A;p;, delle n aste, ciod dev'essere:

ki3

1 [ aqjiJ @y Ty P
T 3% e L E Sy A (G,j=12, ... n)
2 OXiixymo, e bk 15 b1 W =N ’

J=1

Teco dunque dimostrata la perfetta coincidenza dei due metodi.
Mi propongo ora di frattere a fondo il caso, particolarmente sem-
plice in cui vi siano solo due aste presentanti pericolo di plasticita,
Le espressioni del mutui spostamenti dei nodi sono in questo casgo:

€ty b By Ky b 8 Ky

o + 89y X_{ + 89 Xg, .
Incomincio ad osservare che per il principio di reciprocitd é:

Fig == Fpy
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Tali mutui spostamenti, indicate con ¢,*, ¢,* le dilatazioni unitarie
complessive (somme della dilatazione elastica & e della plastica t) delle
due aste devono essere egunli a:

e, %1,
g* Iy
3 3 . : : b Xi l'l' :
Ora e*f; & una funzione lineare omogenes di X, data da o SINo
{

quando X, & compreso tra ¢,A; ¢ — ¢,A;; non ha pil alcun significato

per valori di X, piti grandi di modulo di 6,A; ed assume gualungue

valore piu grande di %} I; per X, ==0,A; e qualunque valore (negativo)
pit piceolo di — —%l,- per X, == -- ¢,A; riassumendo in formule &:
y L X, == ¢, A
qualunque valore = o) (X, == 0,A))
.k X,
— el = (X)) = A I, (— e, A; < X; < 0, A)
gualunque valore « — %—{’l (X;=—0,A)

Il diagramma dells funzione f;(X,) & rappresentato in figurs 2.
Le condizioni di congruenza diventano dunque:

14|  + “;ilxi - SigXQ + ﬁ (Xi) == O
' ty + 813 Xy + 800 Xy + fo(Xy) =0

La soluzione di Questo particolare sistema ci permette di deter-
minare le X, X, e di risolvere pienamente il problema propostoei.

Consideriamo infatti le {4] come due curve nel piano riferito al
sistema cartesiano ortogonale di assi X,,X,. La prima di esse si com-
porra di un segmento inclinato e di due semirette parallele all’asse X,
ed entrambe da esso distanti o,A, (vedi fig. 8); la seconda & rappre-
sentata da una curva analoga in cul & invertito il ruolo degli assi
(vedi fig. 4). '
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1 ]QL()QQ

-GpAi /

F1a, 2.

Si dimostra facilmente che tali curve non possono avere pitt di
una intersezione; infatti i due rami verticali della prima curva hanno
ovviamente inclinazione infinita sull’asse delle X, mentre I'inclinazione
del ramo obliqguo & data da:

Ly
LI + EA;_

8o

I'inclinazione invece dei due rami orizzontali sempre sull'asse X, della
seconda cmrva ¢ ovviamente nulla, mentre quella del ramo obligue &:
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Fig. 8

ma & d'altra parte: . 1

&
8pp b e
S0 £ EAi

<
L, $in
522 + :DA

Infatti tale disuguaglianza discende dalla:

8 +mg-i--- 8 +..E.:.é_g. = 8 2
i E,A.i <22 lg =12

i

I,
S S AT BA,
conseguenza a fortiori della:

ora guest'ultime essendo tutte quantita positive &

814800 > 8150

relazione che considerazioni emergetiche permettono di dimostrare.
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e, b,

Posti infatti, nelle due coppie di nodi relativi alle due aste, due
paia di forze egualie contrarie, spiranti in direzione delle relative aste,
di intensitdh @ per il primo paio e y per il secondo, 11 lavoro di defor-
mazione, che la travatura principale compie sotto tale condizione di
carico, & dato da:

1 3
5} S1 0% + 28 @Y A+ Sua Y’

ma tale espressione dev'essere una forma definita positive; deve quindi
il suo determinante (con tutti i minori principali) essere positivo, segue
dunque:

S11 Sy
== 81y fgp — 800”0
S1g Sa9
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Le ordinate della seconda curva crescono sempre meno rapida-
mente di quelle delle prime; ¢id basta ovviamente ad escludere la. pos-
sibilitd di pit intersezioni; un esame anche rapido all’andamento delle
curve ci assicurn dellesistenza dell'intersezione stessa, le cui coordi-
nate ¢i fornircono i valori degli sferzi nelle due aste, Se uno o en-
trambi gli sforzi sono minori ai corvispondenti limiti di elasticitd non
vi sard in ung o entrambe le aste deformazione plastica, pur la solu-
zione trovata continuando ad essere perfettamente valida, '






