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GLI EFFETTI DEL SECONDO ORDINE
NELLE VIBRAZIONI ELASTICIHE ()

(Nowra T)

PIETRO TEOTILATO

SvMMARIVAL, — Hac Nota primmm quaeritur an et quomodo lex Flooke extendi
possit, ita ut etiam elementa altorius ordinis perpendantur; deindes efficitur ut hace
elementa fiant explicita in sequationibus vibrationum slasticarnm,

1. — In una mia Nota che risale al 1983 (1), cbbi a studiare da
punto di vista molto generale e piuttosto qualitativo, gli offetti del
secondo ordine nelle vibrazioni, effetti, che in nna corda vibrante, si
rivelano attraverso il fenomeno dei suoni del Tawrriny, e in gencrale
consistono nell’introdunzione di nuove frequenze.

Ora, per giungere alla nozione dell’energia che accompagna queste
frequenze, occorre passare alla esplicitazione degli elementi del se-
condo ordine; e questo appunto costituira l'argomento di cui voglio
occuparmi, non appena discussa la varia possibilitdh di estensione della
logge di Hooxm.

2. — Pongasi:

\ oy 1 ou, D’Et;,) .
{1] BT s (5;5 T a0 (E57)
. 1 PRI Ou, O,
¢ ap o By s : =

[2] Gy == £y 5 5;(%1) T 2 2 . Dmf

{¥*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio G, Avmellini, 1’8 ottobre 1939,
{*) « Att: Pontificia Accademia delle Scienze», anno 86, 1983, '
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e Inoltre:

- 3
Qg o0 2y} = ey o, + Cop ®y” + €y ag 4+ Doy, ny ap+ Deygn %y + Degyun )

Q(ii oLy 13) == (1+ 2811) 0‘-’.2 + {1 + 2322) azz + (J. + 2393) a32 +

+ Ao oy v + dep oy + degg oy ng .

Allora, se per effetto di una deformazione, 1 punii di coordinate
@, Ly €, PASSANO IN Byt Uy, Lot Up, Byt ty, S trova subito (*) che 'ele-
mento lineare ds, avente i coseni direttori e, «,%s, si muta in un ele-
mento lineare ds,, la cui lunghezza & legata a ds da ciascuna delle due
seguenti relazioni:

‘ ds,® — ds* A(ds®
[3} . d‘gg - E.'LS‘E ) = Q('zi o as)

. ds, )1_ ( Ads)ﬂ__ .
4] (Sn)= (14 557) = Qnms)
Ne counsegue che i raggl vettori centrali delle due quadriche:

Qlayxpzg) =1 —Q(wi xpy) = 1

danno una rappresentezione geometrica, gli uni e gli altri, rispettiva-
mente di:

s

§

Si trova subito che gli allungamenti unitari secondo gli assi sono:

(6] wy=V1+2¢ —1,

(*) Love, 4 treatise on the mathematical theory of elasticity, 1934, pag. 60.
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donde si ricava:

{6] Ci 7= Oy k0"

mentre lo semivariazioni angolari oy degli angoli formati dagli ele-
menti lineari paralleli agli assi, sono date da:

16) ey = V' 1+ %e; 114+ 2¢; seno, ,
donde si deduce:

7] ey = 0y (1 + w; + wy)

3. — Come s1 & detto in principio, supponiamo trattarsi di defor-
mazioni tali che non possano piil trascurarsi gli elementi del secondo
ordine, esplicitati fin dal paragrafo precedente.

Immagineremo perd, cid malgrado, di trovarei in quel campo di
variabilitd della deformazione, anteriore allo snervamento, per cul sus-
sista ancora la linearitd tra sforzi ed elementi di deformazione, con-
formemente a quanto dimostrano le esperienze su provini.

La legge di Hooxr per piccoll spostamenti, tali ciod che ci si pud li-
mitare alla considerazione delie quantitd del primo ordine & espressa da:

[8} Py== > Cisnn EM.

dove le ¢, sono date dalle [1] ed i coefficienti ¢y, sono indipendenti
dalle ¢, e formano, attesa l'esistenza del potenziale clastico, una ma-
trice simmetrica. Quando, sotto l'ipotesi della citata linearitd, si passa,
a causa di spostamenti pili cospicui, a considerare gli elementi del
secondo ordine, l'estensione della {8], che sembra pit ovvia, consiste
nel sostituire alle ¢, i termini aventi il medesimo loro significato, clod
le o delle [6} e [7], scrivendo:

PU - 2 c{jhk LOTH
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Orbene & facile vedere che una siffatta linearitd, la quale esprime
une proprietd meccanica, non & affatto indipendente dalla scelta delle
coordinate, come invece sarebbe da aspettarsi.

4, — Per provare questo asserto, el riferiremo ad wa corpo iso-
tropo. Posto:

Poyogog) == 3 py% %

dove ||py] & la matrice del tensore degli sforzi, sappiamo che P (e, 25 %)
esprime la compouente normale dello sforzo agente sull’elemento su-
perficiale perpendicolare alla direzione definita dai cosenl o ayus.

Segue di qui linterpretazione meccanica del raggio vettore cen-
trale della guadrica:

P,y =1

i cui assi corrispondono alle tre direzioni, che simboleggeremo con
%, &, %y, lungo le quali agiscono gli sforzi (normali) massimi o minimi.
L'equazione della quadrica riferita agli assi &, &,%,, si riduce a:

2 2 2
¢ = 0 0=
Pay Xy ot Pag &g+ Pug” Ly =1,

dove i coefficienti p,,° p,," P,5°, inverse dei quadrati dei semiassi della
quadrica, misurano appunto le pressioni normali massine o minine
agenti sulle facce parallele ai piani assiali &, &, Z,.

Allo stesso modo, in virth del significato cinematico di Q(«, o, ;)
e della conseguente interpretazione cinematica dei raggi centrali della
quadrica Q(w,x,®,) =1, le dirczioni ,°,’z,’ degli assi di simme-
tria. di questa, corrispondono alle diresioni del massimo o minimo as-
" sunto da ciascuno dei due membri delVeguaglianza:

L O A(ds)? _ Ads Ads)
9] ds?  ~ ds ()H- ds
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Analogamente gli assi di simmetria della quadrica Q (e, @, x,) =1

. .., , . Ads
corrispondono alle direzioni del massimo o minimo assunto da T

e poichd in un intervallo a destra di @ =20, il massimo o minimo-
esterno di (2 +x) corrisponde al massimo o minimo esterno di @,
segue che gli assi della quadrica G =1 coincidono in direzione (non
in grandezza) con quelii della quadrica Q==1. Riferita la quadrica.
Q==1 agli assi @ x,’ ", la sua equazione diverrad:

2 2 2
et b egt et + eyt = 1

dove e,,°¢,," ¢,,°, inverse del semiassi della quadrica in parola, somo
i massimi o minimi delle grandezze rappresentate in ciascuno dei due
membri della [9], e sono appunto 1 valori assunti lungo le direzioni
w0l

T da osservare che Vespressione:

Qo opay) == 3 oy 0,

a differenza delle analoghe Q, Q, P, non ha un significato indipendente
dalla scelta degli assi coordinati; non possiamo percid ripetere per la
quadrica :

(e waitg) == 1

quanto invece si & detto per le altre quadriche.
Liipotesi di isotropia porta la coincidenza deghi assi #, &, &, con

o
3!

possiamo, a norma del significato attribuito alle w, parlave () degli

%, 2’ ed allora, limitandoci per semplicitd alle due dimensioni,

aliungamenti woitari w),°w,,’ secondo gli assi @'« di simmetria co-
muni alle tre coniche:

Q(ﬂ"imz):ﬂl , Qaw) =1, Plaay)=1 ;

1) Cfr. pag. 86, formola {2].
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non possiamo peraltro asserire che w ,°w,," corrispondono alle inverse
dei quadrati dei semiassi della conica @ == 1, né che questa abbia 2,°x,°
_come assi di simmetria.

D’altra parte, i1 gid espresso significato di w,,°w,,” cl permette di
stabilire che:

O, 1 2
@y’ = 1+ 2e" — 1 == co ey’ - 50"

2

per modo che l'ipotetica linearitd fra le p e lo w, si esprime, sia con
le equazioni:

0 0 4 Ny 0
P’ =Mo,® + Noy,
Do’ = May" + Nay,®

:gla con:

_Piio = (M - N) (ez'io — ‘é’ eiiog) + N (E gy ”%* > 0ssaz>

&

Rappresenti:
' @2y Ty
. g 0
?[10.! &y &y Gyg
0
&y %oy, Lag

il quadro dei coseni tra gli assi qualsiasi &, &, e gli altri gis definiti o °2,°.
Sussistono le relazioni:

e amio . azmio
T D, T Omy, Omy
e quindi:
2P »*xP
11 . b -yl T ssﬂ 31 s
;_- .} Dy O{L‘ia{ﬂj g awsoea gy EP O Ky
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e cosl pure:
[]‘2] eiﬁ = E esso St q’sj
8
Se ne deduce:

— 1 02 2) Q 1 02)
po= QM=) o~ 5 3 e, n) 1 N(S a2 — 5 S e
13 :
2 .
Pre== (M —N) (‘31-3 g Sel ay 9’-52)

Q

D’altra parte, poiché e °¢,,° sono radici dell’equazione:

€11 = € e
[14] u S P

0
€ay €gy Gy

ed hanno un preciso significato geometrico, invariante per trasforma-
zione di assi, si ricava che le due espressioni:

=4 —_ — 2
{15] e==¢ t ez , ==y Cyy

sono anch’esse invarianti e si ricava inoltre che 1 coseni del quadro [10]
sono proporzionali al minori di una delle due linee della matrice [14].
Posto cioé:

. 2 02 — 0y 2 0Ng
Ay=ep® + (e —el”)? , Bi=en®+ (e —eyn®)
e, con scambio di indieci:

.2 o e B
Ay ==yt r (Cop —e5s") , DBy ey* 4 (82— 311“)2 3

si ottiene:

_ oy = (g — e ) By™h ) agy == — ey, By
[16]

N Q _ — —
gy == (Cop ~€pe") Ap™ ™t | agy = — e Ay




0
5]

PONTIFICIA ACADEMIA SCINTIARYM

oppure:
—14, po— ) -1
wy = — e AT tyg == (g - e ") A

[17]

@gy == ™ Eyp B~ Oy == (€4 — ez") B,

81 ricava subito:
A+ B =A, +B,=H1 ,
H == deg® + (e — ¢59)° .
Cosi pure si ha:
e’ Ap + 20" By =3, L,
donde, moltiplicando ambo i membri per e, °-+e,,", e tenendo presente
Vinvariantivitd di e, g, espressa dalle [15] ed il significato di H, sl

deduce:

v

(18] 00, Ay + €0’ By == (e0® + ear) 1

Moltiplicando ambo i membri di quest’ultima ancora per e, ey, sl

ottiene:

. 3 3 . P " )
[19] " Ay ee® By == (a7 ey + 200" ean + 0" ) H

81 ricava Infine:

A-2 B-z == E'lo H
Dalle [16] ¢ {18] deviva:
— RN Jie " emo“ . .
|20} Tey unt = en’ ("”%;““ + —K;) == @y + Con”

mentre dalle [17] e dall’analoga della [18], cttenuta mediante scambio
degli indiei 1, 2, si ottiene:

H
1.21] ) . E esso 55512 = 6122 +8112 .
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Finalmente dalle [14]:

9 2
2 e3,° (Cop—€1") 059 (Ca €527
el o a, = e +
Z $8 3§ -2 24 B«; A—z

ed o causa delle [18] e [19]:
[22] 2 ess°2 Ry tyg = C1p (i + y0)

per cui, ricordando il sigmificato di e dato nelle [13], si puod scrivere,

in virth di [20}, [21], [22]:

Pa=(M—~N)e;+ Ne— *Ii:;‘ﬁ‘ (ea” 1 es®) — N(2eyp® +€4" + 00,°)

Pie= (M=) (1~ ¢) sy

ed in causa di [6] e [7}):

M+N Y

— Wya~
9 12

D= (Mo NY g + N(ogg + wge) —

1}12 == (D{ i N) W;e 1 + ‘%‘ (Uin + 0)22) .

Dunque, mentre le p° sono lineari nelle o', invece le p non risul-
tanc pitt lineari nelle ®, e non permane quindi la linearitd tra sforzi
ed elementi di deformazione, quando si opera una trasformazione di assi.

B inolire da osservare che Pespressione :

2 Py 3 0y

non & un differenziale esatto, onde, sotto Vipotesi fatta, non esisterebbe
pilt il potenziale elastico. '

Se inveee assumiamo, come ostensione della legge di Hooxs, quella
che esprime la linearitd fra lo p e le ¢, allora si vede subito che questa
permane con la trasformazione di assi, e inoltre che Xpde & un diffe-
renziale esatio.

18%  Acta, vol. IIL
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Infatti, assunta nel corpo isotrope, la coincidenza fra le direzioni
di massimo e minimo sforzo eon le direzioni di massimo ¢ minimo allu-

gamento, le quali ultime coincidono poi anche con quelle di massimo
2

E
ds*

0 o - '
84, BVICIMO !

e minimo di , cloé di massimo ¢ minimo delle ¢ (vale a dire

€

Pis’ = Mey,” + Ney,®
pggo e IV.[3220 + N@iio ’

OvVVvero:

_pi’io o= (M - N) 6.,;.,;0 + N@O 3 (60 == 6“_0 + 6220)

ced, in virth di [11] e [12] e sottintendendo anche le tre dimensiomi:

Pu==(M—N)e; + Ne
{23}
Py = (M—N) ¢

dove perd:

e==é&,; +egg +633

non rappresenta pitt la dilatezione unitaria di volume.

La linearitd tra p ed ¢ dunque si conserva.

Poiché le [23], per spostamenti infinitesimi, devono ridursi alle
ordinarie formole di elasticita, in quanto che le e;e; delle [2]) devono
ridursi alle eyey delle [1], segue che:

B Ev

M—Ne-mg 0 N=0 850y

dove E, v sono i due moduli di elasticith longitudinale e trasversale (*).

{*) Le ¢y, per ¢4, che noi abbiamo adottate, sono la metd di quelle ado-
perate da altri antori.
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11 lavoro elastico relativo ad un volume unitario, ¢ dovuto da un
incremento infinitesimo 8¢ delle e, si esprime con:

2 padey

percid il lavoro L occorrente per passare dallo stato definito da: e; =0,
allo stato finale sard:

(24] L= “3‘ Me® + (M — N} (e10* + 003" + 035" — 4,059 — 04, €55 — €5, €33)

Le [23} e [24] sono espressioni nelle e, perfettamento identicke a
quelle che le p ed L hanno nelle ¢, quando ciod i termini di secondo
ordine sono trascurabili.

6. - Quando si procede ad esprimere la {24] per mezzo delle [1]
e {2], si oftiene uu polinomio nelle derivate prime di u, %, %,, per modo
che la variazione o1 risulta del tipo:

(26] M= A, bu+§]3

ejf(-) 'w

dove le Ay cortengono le derivate delle » al primo grado, mentre
le By le contengono al secondo grado, se omettiamo i termini di grado
superiore,

Allorché ci si vale del principio di Hamiutow, e per Li si assume
solo 1l primo termine del secondo membro della [26], ciod si assnme 5L
eguale a: '

[26] 8L, = T Ay "b’“"' Su, |

allora st oftengono le ordinarie equazioni delle vibrazioni elastiche,
OVVEro : '

*u, U 2 Do D Q9 0 09

ol 0
Pt F a2, Be, B, Beg T Pwy ey

[27]



96 PONTIPICTA ACADEMIA SCIENTIARVM

dove U & il potenziale delle forze di massa e ¢ non & altro che Yana-
loga della funzione L, costruita per mezzo delle ¢, anzichd delle e,
Al contorno del corpo elastico sl ha:

A D A D A D
(28] COS MLy = e + COS NL, —é-—?—-- + CO8 N P oo X

o)

ey Eip Si3

n essendo la normale al contorno ed X, X,,X,, le componenti dello
sforzo applicato su questo.
La [27] si pud anche scrivere, come & noto:

>tu, OU M+N o _ 0w, M-—N
—PoE "o TS Bm 20w, 9

[29] An; == 0

e la [28] invece:

’ Dty dug | A
[(M -—N) '7‘55: + NE“@E] GOS8
[303

Duy, iy

—t
o,  dmy

Dui D A
fo ] cog may = Xy

) cos i+ (M —N) (5t 45
g Oy

+mﬁm(

¢ due analoghe che si ottengono con permutazione di indict
Quando poi, invece della [26] si assume la [25], clog:

SIJ —_ Sbi 3 SLQ [

dove 31, rappresenta il secondo termine del secondo membro della [25],
allora le [29] e [80] vanno modificate con Yageinuta dei termini che
derivano dalle integrazioni per parti relative agli addendi che costi-
tuiscono S1i,. Sussisteranno a conti fabti (omettendo gli sviluppi al-
guanto prolissi) le equazioni seguenti:

. i
Dy, 20U 29 T

iy ) a
[81] —OE T Bw 20w Bsy ]

[82] _ > cos n’;:s »gwéﬁ— — Xau=fi
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dove:
M o2 Du, \* 0 du; Ou
F U _____s_) P | L [—— ,.._H,,,L..m_...’l.. am—
: 2 B Ea(agc M2 S on B
_ M-—N {2 iy, (?)ui Dug) . D, (Dui N Du_q) .
2 O, [y \Owy Oy Dipy \Omg | Oty
Du) )2 Quy 1Ou, Dua)
— — T oy P k. | S
2_ (Da: E(Dws E)a:i(aac,a 1 ox,
N 0 [Qu, (Du2 N Qug\  Ou, (Duz } Ouy D, Ou, .
0y | Oy \ Oy Da:z) Qa, \ Ds;z) < Oy Oy
Oug (Qug Oy
25 (a:cs * 5&:}) ¥
X 2 Dui(az¢.3+ Du, N E)ui (Dua Emz) u, E)us .
" Omy \Owy 9—.703) D, O, i, e D, Oy
Dy (Du,i . Oty
Qs \Jey Owg)

da cui, con permutazione degli mdlcl, si ottengono I, T, .

A sua volta:

Fa
fi = cos na,

M—XN

2

Ju,

N (Dm
o,

e

Dty

Dui(
Oﬂa

oy,

M- N
Ty

N

{E{t@ (2

day

da cui, con permutazione degli indici si ottengono £, fs.

P ou
M (__‘ B
g Das,-) ! omy ? E);c
u Quy Ou,  Ouy Qu, u,
o). 20 a—z( J 3
D) Omg\Omy Oy oy o,
Ou, Ou, Ou u
g-Tefre, 08 S __mi
Quy (sz Dwa) +oos mrg z
83(3) N iy (Duz 91&1) 4 Qu, Qu,
ey Oy \Dw, O dw, O,
Quy [Ouy Dty Ou,
o M ’ . '\,
S, (0% 3 ) + COS Ny }lIDma ?
Oy N Ouy (Dug D . Ou, Ju,
Dac-a) D, \Oy Oaa) - Day Oy
u,y (Dui Duz) )
Qg \ox,  ay/ |y

s )2,“

D.cr

Quy

Qa;
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Tndicando con I Vespressione che si ottiene dal primo membro
‘)

della [29] quando si prescinda dal termine — o - e indicando con {;

th ’
il primo membro della [30], le equazioni delle vibrazioni, ove si tenga

conto degli elementi del secondo ordine, sono:

)

. U
(31] e p o L =0
[317] L [ = Xy
Posto:

w,== oV, +a* W,

dove s & quantitd cosl piccola che noi possiamo trascurarne le potenze
superiori alla secouda, si ricava dal conguaglio dei termini contenenti o
allo stesso grado e mettendo pol » in luogo di ¢V e w in luogo
di *W:

— 9?;;;{-%- Ly(#) == 0
vy = Xy
e poi:
B L) = B (0)
biw) = f(v)

dove F(v) f(v) stanno ad indicare che le funzioni F ed f sono costruite
con »,v,v, anziché con le w, u,u,.

Vedremo con un esempio che w ammette oltre alle frequenze. pro-
prie di », anche altre, che si ottengono da quelle, per via di somma
. o differenza. ‘






