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SUL CALCOLO DEI SIMBOLI DI RIEMANN
PER ds* ASSEGNATI QUAILSIASI ™,

CARLO TOLOTTI .

.

Svapanivi. — Exhibetur generale supputationis schema quod attinet ad
symboios Riemann, metricis varietatibus quomodocumaque statutis; hoe schemate
vitari potest laboriosa supputatio eorum symbolorum, substitutione divecte peracta
in eorum expressionibus definitionis.

I, — PREFAZIONI.

Quando, occorrendo di caleolare i simboli di Riemanwy di I* specie
Ry, e 0 di 2° specie R 5 per una varietd metrica V, di assegnato ele-

a
mento lineare ds®= > , ayda‘dx®, si voglia evitare la materiale e labo-
1

riosa sostituzione delle ay nelle espressioni generali di definizione dei
detti simboli, non si ha che da cercare di rifarsi a qualeuno dei modi
per introdmrli globalmente.

Fra questi modi, un metodo possibile di calcolo si ha gia nella
via indicata dal Lmvi-Civira nella sua classica Memoria: Nozione di
parallelismo in una varietd gualungue...(*), in cui, in modo geometri-
camente luminoso, i simboli R/, vengono introdobti per mezzo del
trasporto ciclico per parallelismo di un vettore da’ lungo il paralle-

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio T, Levi-Civita, il 30 oftobre
1938, .

(*) T. Levi-Civita, Nozione di paraflelismo..., « Rend. Cirve. Mat. di Palermos»,
vol. XLIIL, 1317, § 16,

5 Acts, volL I1L
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logramma elementare individuato da due generici spostamenti d'z", 8w’
spiccati dal punto considerato della V,, e ciod, in formule:

L3

] @Y —¥d)do" =3, R} pdwidaSa  (h=1,.,n)
1

con i differenziali terzi a primo membro (essenzialmente non inverti-
bili) definiti mercé applicazione ripetuta delle

13
[2] (d,d) = dda" - D, D datda’ =0 (h=1,..,n)
i

(B simboli di Crmisroryew di 2¢ specie). Calcolati cosi dalle [1] i

simboli di 2* specie R p, le relazioni
ki3
b
(3] Zn by By e = Ry
1

permetterebbero poi di dedurne agevolmente quelli di 1* specie Ry, u.

Si pud osservare perd che, sia quando si tratti del caleolo dei soli
simboli Ry, u, ¢ sia anche quando si tratti di quello dei simboli R/ x4,
non & detto che la via precedente, che ottiene dapprima le R/} 4, sia
lo pit adatta. Difatti 1 simboli di 1* specie Ry, per le molteplici
proprietd d'invarianza dei loro moduli rispetto a scambi degli indiei,
dovrebbero poter prestarsi (a parité di condizioni) ad un calcolo molto
pit rapide che non quelli di 2" specie R 4; e d’altra parte il lavoro
di rigoluzione del sistema |8}, che interviene guando si subordint (come
noi proponiamo) il ealcolo delle Rz a quello delle Ry, non va con-
tato ai fini di un computo di economia di lavoro, dato che, come
vedremo meglio in seguito, un sistema identico ha gia dovuto essere
risolto nella deduzione (comunque necessaria) delle formazioni contra-
variauti [2}

Oggotto della presents Nota & appunto, anzitutto, modificare le [1]
del Lev-Civira in guisa da ottenerne delle relazioni semplici che intiro-
ducano direttamente 1 simboli di 1* specie Ry, 4, ed indi mostrare come
sulla base di esse, sfruttando le molteplici proprieta di detti simboli,
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si possa pervenire ad uno schemea generale di caleolo dei simboli di
Riemawn molte rapido e semplice, valido per un qualsiasi tipo di ds®

I interessante notare che mentre, nell’ambito delle relazioni che
trovano la lore interpretazione geometrica nella teoria del parallelismo
di Levi-CrviTa, non siamo riusciti a modificare le [1] in guisa da ren-
derle adatte al calcolo diretto delle Ry, a tale infenfo siamo invece
pervenuti acconsentendo a porsi in un altro sistema di differenziali
{geometricamente molto meno significativo) che il Piris ha conside-
rato ed illugtrato in una sua Nota (*) desfinata a chiarire una discussa(?)
relazione (®} mediante la quale il Rimmaww caratterizzava il comporta-
mento covariante del suoi simboli Ry .. Mostreremo anzi che le rela-
zionl, da not dedotte dalle [1] in questo nuovo sistema di differensziali,
si rivelano, per mezze di un'elegante formula del Lipscmirz (1), non
essere altro che la citata relazione originaria del RiEmanw, analizzata
nella sua struttura formale e presentata nella forma pinh adatta al
calcolo.

A titole d’esempio applicheremo infine il nostro schema generale
al calcolo deil simboli di Rimmanwy per il ds¢* relativistico

[4] ds® =Vdt* + 2W didp — H[dp* + ¢*(d0® + sen®0dp?)]

(V, W, II funzioni soltanto di #,p; inoltre V >0, H >0). Nel caso par-
ticolare W==0, detto calcolo fu gia da noi eseguito per altra via meno
rapida in una nostra Nota di alecuni anni or sono (%), La generalizza-
zione al caso W==0 corrisponde, nell’interpretazione cosmologica, all'am-
mettere che, nel sistema di coordinate per cwi la me#rica considerata

(*) J.PBrie, 4 propos de la notion de parallélisme..., «Rend. Acc. Linceir,
serie b®, vol. XXIX, 1920, pag. 184-188; cfr. anche M. R. Fannrr, Sui differensiali
d’ordine superiore, « Rend. Acc, Lincei», serie 6%, vol, XXI, 1935, pag. B43-546,

*) Cfr. T. LEvi~-Crvira, Mem. cit., pag. 202,

(%) B, Rismann, Commentatioc Mathematica, «Ges. Werkes, Leipsig, 1876,
pag. 880 ss.

(Y R. Lirscurrz, Bemerkungen zu dem Princip des kleinsten Zwanges, «Journ,
f. reine u. ang. Mathematik», v, 82, 1878, pag. 816-821,

(*) C.ToroTTl, Calcolo del tensore di Ricei-Einstein nel caso ortogonale, « Rond,
Acc, Lincei », serie 62, vol. XXI, 1935, pag. 326-332,

*  Aeta, vol, 1IL,



88 PONTIFICIA ACADEMEIA SCIENTIARVM

assume la formna semplice [4], possa non valere Visotropia della pro-

pagazione della luce (*).

Ii, - INTRODUZIONE DIRETTA
DEI SIMBOLI DI PRIMA SPECIE Ry k.

Clerchiamo anzitutto di modificare le [1} del Lev-Crvira in guisa
da ottenerne delle relazioni semplici che introducano direttamente i
simboli di 1* specie Ry, u.

Yonformemente alle assunzioni della teoria del parallelismo, nelle
[1] i differenziali terzi (essenzialmente non inverfibill) vanno ottenuti
(proprictd. associativa) mercé applicazione ripetuta della definizione 2]
dei differenziali ‘secondi. Le [1] divengono cosi

" ki3

. 2 "
(L] N rdatdat — d D WL dat Ve’ = S o R wdadat e
1 1 i

(h==1,..,n) .

Si consideri ora con il Prnks {cfr. Nota citata) un sistema di dif-
ferenziali in cui, pur conservando per i differenziali secondi la defini-
zione [2] del Levi-Civiea, i rinuncl alla proprieta associativa dei dif-
forenziali terzi assunendo per ossi del differenziali che siano invece
invertibili. Ad esempio si pud assumere come valore di d' ¥ da" (indi-
pendentemente dalVordine di {ifferenziazione) la media avitmetica dei
tre differenziali distinti d'dda®, Yddo", dd ¥a* della teoria del paral-
lelisano.

Poiche le [1'] non contengono differenziali terzi, e non essendosi,
d’altra parte, cambiata la definizione [2] dei differenziali secondi, ne
segue che le [1] restano valide anche nel nuovo sisteina di differen-

() Ofr. T Luvi-Crviva, Fondamenti di meceanica pelativistica, Bologna, « Za-
nichelli », 1028, pag. 53,
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ziali introdotto. Ma, per la proprietd commutativa dei nuovi differen-
ziali, le differenze

§d dat - d' 3 dac’ (h=1,..,n)

risultano nulle. Esse possono quindi venire aggiunte indifferentemente
ai primi membri delle [1'}, con che queste divengono

N (dydy o Aot (@, V) == > R pda'datYaet (h=1,..,n).
1

Moitiplicando ambo i membri di esse per a, ¢ sommando rispetto
ad i, 51 ha infine, in virth delle [2],

5] VA, — Ao d V) = Y, Reudat Vel (=1,,)

1

dove si sono introdotte le formazioni covarianti
it T it
. P O i O, LA
o d, )=, ap v (d, 8y =, apdda’+ 3, Uy udaton’ (j==1,..,n)
i 1 I

(U m simboli di Cumrsrossrr di 1* specie).

Le {5] sono le relazioni che desideravamo stabilire ¢ la cul pra-
tica utilith per il calcolo dei simboli Ry, illustreremo nei prossimi
paragrafi. Come abbiamo mostrato, esse sono valide nel sistema di dif-
ferenziali del PEris e non in guello della teoria del parallelismo.
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111, — CONFRONTO
CON UNA CLASSICA RELAZIONE DEL RIEMANN.

5 interessante mettere in rilievo in che rapporto stiano le [5],
da noi stabilite, colla relazione del RIBMANN a cul accennavamo nella

prefazione, e ciod colla relazione
16} R=—2I

essendo
%

ki3 n
7] R = d* ;T.k a S S — 2dd ;M apdxtSat - 8% agde’de*

T

n

1= ZW Ry, ur doo' Dt d i St .
1

A tale scopo osserveremo con 11 LIpscHITZ of. paragrafo I' che,
¥

poiché & identicamente

it 13
(8] dY Loadadat=23 ={d, 3) daf
1 T
° n k3
(8] 2d > ,aa Sai St — 8 D, (g dor’ doe* == 2 ZJ, ,(d,d) da?
1 1 1

Vespressione [7] della R del Rieamany si pud trasformarc neila seguente
n 2%

[9] R=2dY 7(d,)da!— 25 > = (d,d) Sap?
1 T

Con questa trasformazione [9] dovute al Lirscmrrz e tenendo pre-
sente che con | differenziali secondi [2] & w(d,5)=0 (j=1,.,n) &
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facile riconoscere che le [B], in cui si facela d'=4d, ¥ == 3, moltiplicate
per 82’ e sommate rispetto a j, danno appunto la [6] del Rizmanw.

Le relazioni [5] da noi scritte al paragrafo precedente si rivelano
cosi non essere altro che Voriginaria relazione di Riemaxw analizzate
intimamente nella sua struttura formale e presentata nella forma pit
adatta al calcolo pratico. Il loro interesse consiste quindi anche nel
fatto che esse forniscono una giustificazione diretta della relazione del
Riemann, glustifieazione che, forse non cedendo in eleganza a quella
indiretta del Piris (cfr. paragrafo I), presenta rispetto a questa il
vantaggio di mettere in evidenza il meccanismo formale del processo
con cui da R, per opportune associazioni di termini, si viene a for-
mare — 21,

1V, — SCHEMA GENERALE DI CALCOLO
DEI SIMBOLI Rym o Ryt a.

Venendo alla pratica applicazione delle {B] al calcolo del simboli
R u, osserveremo che essa richiede le seguenti successive operazioni:

a) preparare le espressioni covarianti v,(d,d", il che si pud fare
agevolmente ricorrendo, ad esempio, alla [8];

b) ricavare dalle t,(d,d)==0 (j=1,...,n) le espressioni dei dif-
ferenziali secondi d'da®; cosa alquanto faticosa se il ds* assegnato non
& ortogonale, ma che ad ogni modo non ci & sembrata potersi evitare;

¢) eseguire le differenziazioni 8't,(d,d") (J=1,..,n) sostituendo
i differenziali secondi colle espressioni trovate ¢ avendo cura di sem-
plificare gli sviluppi col non serivere affatto tutti quei termini (o gruppi
di termini) che contengono simmetricamente i due operatori d' e &,
dato che poi nella successiva operazione d) detti termini verrebbero
ad eliminarsi;

d) scambiare nelle espressioni trovate d' con 8’ e formare le dif-
ferenze 8'7,(d,d") — d'v(d,¥) (j=1,...,7).

Ma (e cid & Dessenziale vantaggio della via da noi seguita rispetto
a quella suggerita dalle [1] del Levi-Civira) per ottenere tutsi i sim-
boli Ry, non & necessaric sviluppare completamente tutte le n espres-
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sioni ¥'r,(d, d) — d'7,(d, 8", Difatti poichs, in virth di nofe proprietd
dei simboli di 1* specie, &

Rz, 2= By, e == By, 7= R i

si pud, senza alterare il valore del simbolo considerato Ry 4, far com-
parire sempre come secondo indice uno qualsiasi dei quattro indici
di cui & dotato. Ne segue che le operazioni c¢), d) possono essere sosti-
tuite dal seguente schema ridofto:

¢y sviluppare ¥ v, (d, d"} trascurando la parte simmetrica in d',3";
formare la differenza §'<,(d,d} — d't,{d,d") ottenendo cosl tubti 1 sim-
boli Ry, z di cul almeno un indice & eguale ad 1;

¢ sviluppare 8'zy(d,d) trascurando, oltre la parte simmetrica
in d, ¥, tuttl quei termini che verrebbero a contenere differenziali primi
operanti su @'; nella corrispondente differenza d'vy(d,d) — d'7,(d,"
verranno a comparire cosi solamente gquei simboli Ry che hanno
almeno un indice eguale a 2 ¢ nessun indice eguale ad 1,
¢y svilnppare 8'r,(d, d') trascurando, olire la parte simmetrica in
d, ¥, tutti quei termini che verrebbero a contenere differenziali primi
operanti su # o x*; nella corrispondente differenza ¥'vy(d,d") — d'vy(d,d"
verranno a comparire cosi solamente guel simboli Ry u che hanno
almeno un indice eguale a 3 ¢ nessun indice eguale ad 1 o 2;

¢ cost via fino a:

cn=iy gviluppare S't,_1(d,d) tenendo conto dei soli fermini
(nou simmetrici in d', §') che contengono esclusivamente differenzinli
primi operanti su a™! e w* ¢ formare la corrispondente differenza
Y %t (d, A7) — ' T (d, B,

Ottenuti cosi dalle |B] 1 simboli di 1* specie Iy, per ottenere
anche quelli di 2* specie R/ » non si ha che da applicare al sistema
[8], per ogni fissati ¢, %, {, le formule risclutive gid dovute costruire
in b) per risolvere le 7,(d,d)=0 (j==1,..,m) rispetto ai differenziali
secondi. Riteniamo quindi il nostro metodo vantaggioso e di pratica
utilith anche per il calcolo dei simboli di 2* specie R}y, giacché la
difficoltd della risoluzione del sistema [3] (risoluzione alquanto fati-
cosa per ds® non ortogomali) che s’incontra nella nostra via che subor-
dina il calcolo delle B/ & a quello delle Ry & una difficolta che gid
interviene indipendentemente da c¢id in ogni metodo di caleolo dei
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simboli di RizMANK in cui non si riesca ad evitare la formazione delle
espressioni contravayianti «(d,d").

V. — APPLICAZIONE AL CALCOLO DEI SIMBOLI DI RIEMANN
PER IL ds?{4],

A ftitolo d'esempio applicheremo gui infine il precedente schema
di calcolo per ottenere i simboli Ry, velativi al ds? (eft. paragrafo T)

4] ds*=Vdf* + AW dtde — H[dg* + *(d0° + sen®0 ag®)],

(V, W, H funzioni soltanto di ¢, p; V>0, H > ), appartenente ad una
metrica cronotopica dotata di complete simmetria (geometrica e cine-
matica) attorno ad wn centro ed in cui, nel semmplice sistema di riferi-
mento scelto, pué non valere lisotropia della propagazione della lnce.

Identifieando lo variabili ¢, ¢, 4, ¢ rispettivamente con x°, xty 2 ad,
si ha dalla |87

T, (d,d)V=Vddt + Wd d'p -+ —;;‘-Tdtd't -+ —é—-V' (dtd's + d'tdp) +

+ (W' - ‘13- H) dod'p + »%" *H(dd'0 4 sen®0dy d'e) |

T (d,d)=Wddt —Hddp+ (W— ;—V') dtd't — ;w H(dtd'p + d'tdp) —
- ;_ H'dpd'o + %_ (FHY (@0 +sen*hded'y)

ty(d,d) = — ngdd’G — _g_ e H{(dtdd 4 d'tdh) —
- % (p*HY (dod'd + d'pdf) + ¢*H sen b cosh dypd'o |

Ts(d,d) =~ ¢ Hsen®t dd'g — %_ o* H sen®d (dtd'y + ditdg) —

— —‘]2- (p"H)' sen*d (dpd'e + d'pdy) — o H senb cosb (dbd'gp+d'bde),
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dove il punto denota derivazione rispetto a ¢ e l'apice (quando non sia
applicato al simbolo &' di differenziazione) denota derivazione rispetto
& p.

Formiamoei ora quelle parti delle espressioni ¥ (d,d) (j=0,..,3)
che, come abbiamo visto al paragrafo precedente, sono sufficienti a darei
tutti i simboli Ry .. Poiché & a nostro arbitrio la scelta di quale delle
¥7,(d,d) si vuole sviluppare pitt completamente delle altre, sceglie-
remo la pitt semplice: Yy (d, d'). Eseguendo le differenziazioni che in
essa compaiono ¢ sostituendo ai differenziali secondi le espressioni che
si ottengono coll’eguagliare a zero le 7(d, d) (§==0,1,2,8) ora calco-
late, si ha, posto D =HV-+W?

[10]
25} dtdey + [_ N (I-L_ EI—) . 921{(% HY —

: no i1
Stﬂ(d’d)zl 9 H) 2D

TP H

1., S TS N N
f.-g—vw+ww)+§ﬁ.(p ) (--g-vv -}-»QmVW—VW)]dtdBSt+
H A ' ' ' 1 ™ H 2 .
N {Zﬁ‘ (Pzﬂ)l (dod't + dpdt) 30 + {_ & G HY g (PHY +
1

TID

o* H (HV'—1IW) + fﬁ (" HY (HV + V’W)} (do¥'t+ Yodt)d'0 +

1 2TTVE PRI 1 2 TTV2 1 LTIV 1 2T 1 i
+ ﬂfﬁ(? ) }deP’GTl_WQPeH(P HY* — = (" H) 4 gy e H("Q“HH“

1 i v 1 [y i 1 1 1 t e Rr
g BW 4 EW) 4+ 55 (H) (—Q—HV+§HW+WW)}d9dOB 0

sen®l

4 [— p*H sen®0] dod'pd'd + iD

H(o*TD)? + 2 (P HY W —

—V{(*HY* dod0d'¢ - ...

dove i puntini finali denotano la parte trascurata simmetrica in &, &
(comprendente tra V'altro anche 1 differenziali terzi per la loro supposta
invertibilita).
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La [10} ¢i permette intanto di ricavare tubti i simboli Ry, che
hanno almeno un indice uguale a 2. Precisamente, confrontandola con.
queila delle {B] che corrisponde a j=2, si deduce

2 . . ,
Rozyoe = 1 (II-——;—%-) ﬁ) {p‘zH(HV_V'wJF AW W) +
+ (P (VV'+VW—2VW)|,
1
Rusyiy= o (¢H)/— 2 (5718 435 [PHATV-1W) +
+ (PHY IV VWY|,

1 1

1{,2,12_.w(9211)"—4 7 (f JH)%; [HI(HII_H W+ 2H W +

+ (HY @V +HEW 2wwr>} ,

sen®f
Ryp,0=— o*H sen®0 — =

o !II( "H)? + 2" HW(p* Y — V(PQH}'Q];

inolfre tutte le alfre Ry 4 aventi almeno un indice egnale a 2 sono-
nulle oppure si possono portare a coincidere (a meno del segno) con
uno dei precedenti quattro simboli mediante opportuni scambi degli
indici,

Occorrerebbe ora sviluppare 3'=y(d,d) trascurando, oltre la parte
simmetrica in d', ¥, anche i termini contenenti differenziali primi ope-
ranti su 0, Ma questo sviluppe mon & necessario perché un semplice
confronto delle espressioni di =,(d,d) e 7,(d,d") mostra clhe si giun-
gerebbe cosi al secondo membro della [10] moltiplicato per sen®0 dopo
aver omessi 1 termini in do ed aver scambiato 0 con ¢. Ne segue

— 2 e 2 — cam 20
Roa,ogwsen GRcz,as 3 Ros,is-——sen GRoa,{z ) 1{13,13——-*‘5311 4 -R‘i2,12

o che inoltre tuttl gl altri simboli By 2 aventi almeno un indice
eguale a 3 ¢ nessuno cguale a 2 sono o unulli o ricondreibili ai tre
simboli ora seritél.
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(i restano ancora da calcolare i simboli Ry con i soli indici O
od 1. A tal scopo sviluppiamo &'w,(d,d) trascurando, oltre la parte
' gimmetrica in d, &, tutti 1 termini contenenti differenziali primi ope-
ranti su ¢ o su ¢. 5i ha:

[11]

S'Ti(d,d)—:[ v" ‘ﬁj(lv W)(I—LV—-HWH D(IIV+

+ VW) — %{(2 I V’W WW)

el ,
D( VV = VW—

(HV HW) 4 5 (HV + VW) +

e N ’ (’ — e
¥ w)} dtdt%9+[ 1 — 2D

2D

I

+ ,( V- V’W+WW) +

oD

1 1. ,
VYV VWY oy
575 (QVV+2VV\ W)]dtdp\t+...

dove i puntini finali denotano la parte trascurata.
Confrontando la [11] con quella delle 5] che corrisponde a j==1,
si deduce infine:

Rips,01 = é_(f{ — V" 4+ W Zf%" VMV -—AW)-HEHV+ VW) —

—(H4OWYHEV—VWHIWW) + IN(VV VW 2VW)|

gli altri simboli cogli indici 0 ed 1 essendo nulli o riconducibili a R0z -






