SULLA COSTANZA DEI TENSORI e

LUIGI MARCHETTI

SvMmMARIVM., -- Iixposita, quoad tensores, notione «aesgualitatis per paralle-
lam fransvectionem » ef «constantiae», Auctor ex hac aequilitate demonstrat
tensores « nunguam muari,

1. - Come & ben noto, i sistemi ¢ {rigpeltivamente covariante e
controvariante) del calcolo differenziale assoluto (*) sono stati introdott,
fin dal 1901, dal Ricor (3). Lo stesso autore annuncid, verificandola (*),
la proprietd dei sistemi ¢ di comportarsi come costanti di fronte alla

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificie Tullio Levi~Civita, il 28 set-
tembre 1939,
(*) Intendendo con /@ la radice del discriminante della forma fondamentale

ds® = Ty tty, da® d?

fissiamo il segno da dare ad essa per un determinato sistema di variabili indi-
pendenti x!, x%, ..., ©*, ¢ conveniamo che questo segno combi operando una
trasformagione eon jacobiano « 0. Il sistema d'erdine n, i cul clementi eyey..»,
sono nulli, se gl’indici »,7y... 7, non sono tutti distinti, e vguali a @, 0 a — 4§/,
secondochd questi indiei formano una permutazione di classe pari o dispari xi-
spetto alla permutazione fondamentale (1,2, ..., n), ¢ covarianie. Gli elementi
enitea-y dol sistema reciproco condrevariante sono rispettivamente uguali a 0,

L

+ Ve YR Indicando con A lo jacobiano di = funzioni =z, #, ..., %,
preso rvispetto ad n variabill wof, 22, ..., x® o diviso per }'&, si ha Videntita
W Dzi aZ“

s lz"""'?‘n gf T 3 ‘e EI:T”
da cui deriva, come {1 Ricol stesso fa notare, la proprietd invariantiva di 4.
Vedi Ricc-Curnastro-~T. Lavi-Civira, Méthodes de calewl différentiel absolu et
leurs applications, in « Math., Aun,», B, 54, 1901, pag. 185,
@ 1d., pag. 185,
(%) Id., pag. 189,

2 Acta, vol, IV,
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derivazione covariante. Definita tale derivazione covariante in vari modi
fu naturalmente sempre verificata la proprieta della costanza rispetto a
tale derivazione (*). Tuttavia queste verifiche, per la costanza ed anche
per Pinvarianza, presentano I'inconveniente di non essere comprensive ;
sl limitano a far vedere che quella certa proprieta sussiste, senza chia-
rire il significato della proprietd stessa,

Collintroduzione del «parallelismo » da parte del Levi-Crviza &
stato reso possibile il confronto di tensori, e quindi 'introduzione del
concetto di «equivalenza per trasporto parallelo » da cui & risultato
un perfezionamento per accertare il comportamento invariantivo.

Analogo perfezionamento mi propongo di esporre, in questa Nota,
per la costanza.

2. ~ In mna qualunque varietd sia dato un campo C, e in ogni
punto di O sia attaccato un ben determinato tensore mrle T di comn-
ponenti

WY
X (con p-+g==m),

ip

funzioni del posto, riferite ad un certo sistema di coordinate generali
w (i=1,2,..., n).

Se L & una linea della varieth contenusa in C, conveniamo di
dire (*) che il tensore T & costante lungo Li se le sue determinazioni
nei punti di L sono equivalenti lungo L per trasporto parallelo, ciod se

AR

it
riy . kg . Ly T,
?jkil W=20 (g iy by Iy ey=1,2,...,0)

N dat . . . .
essendo ¥ = (J==1,...,n) i paramelri della direzione di I..

{(*) Cfr. per esempio, Cisorrr, Lezioni di calcolo tensoriale, pag. 75, BEd. Poli-
grafica, Milano, 1998; Ting1, Tensori vettoriali e loro derivazione, in « Atti Ace,
Lincei =, Rendiconti, vol, XVI, 29 sem., 1982, pag. 404-409, serie VI.

(8) Cfr. in proposito A. Masorri, Swl concetto di fensore costanie in varietd
qualungue, in «Attl Ace. Lincei=, Rendiconti, serie VI, vol. VII, 1928, pag. 457-459.
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Ora, se questa costanza si manifesta qualunque sia la linea T, di-
remo che tale tensore T & costante assolutamente su C.
Cid richiede che sia identicarmente

1. b

ainys =0 gyt gy kg J==1,...,n)

8. - Cid premesso, posto

1 2 D
WA A
1 .2 :
Ry Ry ?\;”
A o= =
1 .2
A 2
It n ki
consideriamo la forma
o= V a - A

plurilineare nei parametri degli # vettori %,,},,...,%,, che ha per
coeflicienti (dei vari prodotfi di questi argomenti) gli elementi ey, 4,
componenti covarianti del sistema .

Colla regola di trasporto per parallelismo lungo il cammino ele-
mentare 3« calcoliamo il 8T (1), trattando naturalmente ciascuna serie
di variabili ¥, («==1,2,...,n) come le £’ (componenti controvarianti
di un vettore £, che si trasporta per parallelismo), e Ve come fun-
zione del post—om.

Notiamo anzitutto che

o
[ll 8‘3 = za,i Aiag)‘ia
1

() T, Lwvi-Crvira, Leziond di calcolo differenziale assoluto, raccolte da T8 Per-
sico, pag. 165 5., ed. Stock., Roma, 1925,
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dove si designano con A'q i complements algebrici dei singoli ele-

mnentl Ay,
Ma abbiamo che (*)

7
5 . J— LAY
2] _ Swa__mv;hlﬁ}hasﬁi
Sostituendo nella [1] e modificando Vordine delle sommatorie, si
pud scrivere

JA == w'zh,,,“} .1'42 Al Ry

T.a somma interna rispetto ad « d& il determinante A per =1
o mero per L4, Pereid & inutile considerare il contributo del termini
in cui 1 & diverso da 4, perché tale contributo & nullo. Rimane percid
della sommna doppia rispetto ad ¢ ¢ ad # soltanto una somma semplice,
per esempio rispetto ad 4, e precisamente, raccogliendo A a fattore,

§A == mAEﬂi}Th—MAEﬁMEJﬂ

Ti sommatorio interno non & alfro che

1 Dl/a, N
¢ quindi si ha
) A —
3 BA mom — — 31/(1
131 -

M) T, Levi-CiviTa, op. cit., formula (52), pag. 158,
(%} Dalla {26) di pag. 130 della citata opera del LEvi-Civita, si ha infatti:
1 D[/a . i {r’j}
p .
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In base alla [3] la differenziazione dellinvariante =} a-a da
S =20

il che prova che le derivate covarianti dei coeflicienti e della forna
invariante B sono identicamente nulle.
Analogamente, posto

M rge e M

Dot Ao s Mo

] )\u{l )‘?3}2 sa )‘nlﬂ

potremo considerare la forma

. 1
Fi e A

Va
plurilineare nei momenti degli » vettori A, Aqg, ..., A,y che ha per coef-
fislenti gli clementi e -in, componenti controvarianti del sistema ¢.
3 P

Ripetendo considerazioni ansloghe a quelle precedenti, abbiamo
successivamente:

n
llll SA:l = ?a.iAilmS)‘iia

dove si designano com Ay, i complementi algebrici dei singoli ele-
menti g,
Ed avremo anche (*)

H .
2] M= 3 ] hgud

() T, Levi-Crvira, op. eit., formula (b2, pag, 1568.
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Sostituendo in [1], avremo successivamente:

T a 1 .
it . i WVa
34, = %.f,l,i {%J} $ ot ga Ay Ao, == Ay ?M {1?.} St = Ai.__a_:;r do

t

Sara clod:

3]

SAi =L\,_8;/;7:

B, per la {8', la differenziazione dell'invariante

da

il che prova che le derivate covarianti delle componenti controvarianti
del sistema e sono identicamente nulle.

T dall’essere nulle le componenti covarianti o controvarianti del
tensore derivato risulta la costanza assoluta del tensore e.






