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SUR LES INVARIANTS DE GONTACT EN GEOMETl{IE._
PROJECTIVE DIFFERENTIELLE

SHIING-SHEN CHERN

Svamarivi. — Anctor demonstrat quemodo Cartanica methodus, quae voeatur
«du repére mobile », quaestionibus invariantia contactus varietatum tangentinm
respicientibus applicavi possit.

INTRODUCTION

On conmnait la fécondité de ia méthode dun repére mobile (") de
M, E. Canzan pour étudier les questions diverses dans la géométrie
projective différenticile. L’étude faite par M. CarTaN lni-méme de la
déformation projective des surfaces () fownit un exemple céldbre,
Le but de cette Note cst de montrer comment cetfe méthode sap-
pligue & des questions concernant les invariants de comtact des va-
ridtés tangentes. '

§1. LiEs INVARIANTS DE CONTACT DES COURBES PLANES, — Commen-
gons par considérer le cas le plus simple, ¢’est la géométrie différen-
tielle projective des courbes planes(®). Le repére projectif dans le

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Ugo Amaldi il 27 gingno 1941,

() On trouve tes généralités do ceste méthodo et quelques-unes de ses ap-
plications dans le livre: E. Carraw, La fhdoric des groupes finis el continus et
la géométrie différentielle trailte par la methode du repére mobile. Paris, 1987,

() Voir CARTAN, Sur la déformation projective des surfiuces, « Annales scien-
tifiques de 'leole Normale Supérieure, série 8, t. 87 (1920}, pp. 969-856.

(*) Voir Cawran, Legons sur la théorie des espaces & connexion projeciive.
Paris, 1936, spéeialement pag. 81-111. Ce livre sora cité dane le suivant comme:
Carran, Connexion projective.

15 Acta, vol. V.
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plan se compose de trois points analytiques lindairement indépen-
dants A, A,, A,, définis & un factenr commun prés. Une famille de
repéres étant donnée, clle satisfait aux dquations du déplacement infi-
“nitesimal de la forme

dA = w" A 4 ot Ay + 0 Ay,
|1} dA, = w A +od + oA,

(]Azz 0)20 A + (021 A—i + m;a A.g_}
ol les formes de Prare of (2, §==0,1,2) sappelient les composantes
relatives. Soit € ane conrbe déerite par le point gdomdtrique A, On at-
tache & chaque point A de ¢ un repére AALA, tel que AA, soil la
tangente de (' an point A. La famille de repéres AA, A, ainsi obtenus

ost dite du premier ordre et est caractérisée analytiquement par la

condition
[21 wyt == 0.

Le rvepére du premier ordre le plus général AA, A, relatif au point A
est alors donné par les équations

A=A,
(3] A, = s(Ay - 2A),
A, = s(Ay 4+ v A, +vA),

ol les quantités p, o, %, p,v, quon appelle les parnmétres sécondaires,
sont avbitraires, Bn désignant par of (2, $=0,1,2) les composantes
relatives de la famille de repéres AA,A,, on trouve

2
— o Py
oy == 3 0" = y
2 a
]
d’ol
o 0w,
. N .
[4] B S R AL
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Cela étant, on dit que deux courbes ' et C* ayant le point
commun A sont tangentes au point A, si elles ont un repére du
premier ordre commun en A. Alors les deux familles de repéres du
premier ordre de et C* relatifs au point A se confondent. Consi-
dérons deux familles de repéres du premier ordre, attachés aux diffe-
rents points de €% telles que l'une contienne le repére AA A,, of
P'autre AA,A,.

Soient 0% et OF (x, £==0,1,2) les composantes relatives de chacune
de ces deux familles, Au point A considéré, on a, correspondant &
la. formule {4],

Il en résulte que

de sorte que la valeur de

6,2 w,?

Wy

au point A soit indépendante du choix du repére du premier ordre
attaché & A. Il en suit que I est un invariant projectif des deux
courbes ¢ et CF

Montrons que I'invariant I ainsi défini se confond avec I'invariant
de contact bien connu de Swmire-Mrawmxe (). A cet effet definissons
les coordonnées non homogénes x, y d’un point M relatives au re-
pére AA, A, par l'équation '

Q) FUBINIméiﬂGEI, Introduction & la géométrie projetive différentietle des surfaces.
Paris, 1931, pag. 17-20,

‘15 Acta, vol. V.
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Ta droite AA, étant la tangente en A, Péquation de la cowrbe € aw
voisinage de A s'éerit

[71 y:—}zmmz-i-...,

oit les termes non éerits sont au moins du troisiéme ordre par rapport
3 a. De méme, I'dquation de C* par rapport AA, A, est de la forme

. r .
y==mFat 4 ...
8l y = et +
Tin utilisant les conditions suivantes pour la fixité du point M ('):

Ar 4 0t -+ & (0 — 0" + Yot 2P, —xye, =0,

(9]

Ay + ©o® + B0 ® + y{we? — 6") — 2y " — y* " =0
Y ¥ ) Y s

on trouve hnmédiatement gue

2 -
mii = m,
0
et, de la méme maniére, que
0,* .
= m"* .
0,
Il en résulte que
, m
[10] b =- )
: .

qui démontre notre énoncé.

(1) Canran, Connewxion projective, pag. 88.
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Avec la définition précédente de Iinvariant I on pout démontrer
tros simplement les théorémes de C. Srare et de B. Skarm. Prenons
sur la tangente commune AA, un point P = A +-¢A, infinimenst voigin
& A. Un point sur la droit PA, étant de la forme PrA,, les
points M et N ot PA, recontre les courbes ' et C** sont donnés par
les valeurs suivantes de <:

T = 1 mEe?
= +ae,
TH— —“Zl—m*eg-i-

I1 en suit que le rapport anharmonique (MN, A, P) tend vers T lorsque ¢
tend vers zéro. En remarquant de [3] que le point A, est arbitraire,
on obtient le théoréme de C. Smere: Prenons un point arbitraire A,
dans le plan. Soient P, M, N les points d'infersection d’une droite Pas-
sant par A, avec la tangente commune AA, et les deux courbes. La li-
mite du rapport anharmonique (MN,A,P) lorsque la droite tend wvers
Ay A est inddpendante du choiz de A, et est dgale & 1.

On démontre le théoréme de B. Szere d’une manidre analogue.
L’équation de la conique tangente aux droites AA,, A, A, respecti-
vement aux points A et A, est de la forme

y=lat,

ot 7 est un paramédtre. Il en suit que parmi ces coniques celle qui &
un contact du second ordre avee ' en A a l'dquation
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Ces deux coniques ont un contact double, leur invariant étant mani-
fostemnent égal & 1. En remarquant que e point A, et la droite A A,
passant par A, son arbitraires, on a le théoréme de B. Searr: Linva-
riant des deux coniques qui passent par le point A, et y ont une droite
tangente Ay A, et qui sont osculatrices en A aux cowrbes C et O ne
dépend i du point Ay, ni de la droite Ay Ay et il est dgal & L.

Des considérations analogues conduisent 4 un invariant de contact
nouveau. Supposons que le point commun A ne soit pas un point
Tinflexion des deux courbes € et C* et gque ces courbes alent un
contact du quatridme ordre en A. Cela signifie que les familles de
repéres du quatridme ordre de C ot O* au point A se confondent.
Pour les composantes relatives d'une famille de repéres du quatrieme
ordre on a les relations

[11} @ =0, o’—w'=0, 0y =Bt + 0 =0, 0yt —w, =0,

Si AA, A, est un repdre du quatribme ordre attaché au poin™4, le
repére le plus général AA, A, du quatridme ordre en A est donné par
les équations

A=A,
A, == o(A, + QA

[12] i P( 1+ )1
mez(Aﬁmﬁ%—VA).

Tn désignant par @f (, p=0,1,2) les composantes relatives de la fa-

mille AA, A,, on trouve

4

0yt = ©o @y == o ",
P‘
de sort que
@3’ 035"
[18] = = ¢
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Soient 6F (2, 8==0,1,2) les composantes relatives d'une famille de
repéres du quadridme ordre de C*, qui contient le repére AA,A,.
I7équation [13] et 1équation analogue pour Veffet sur 0,°/8 ' d'un
changement de repére [12] montrent que la valeur de

v 0
By Wy

(4] s

au point A est un invariant projectif. Il est un invariant de contact
pour deux courbes ayant un contact du quatridme ordre.

On peut donner une interprétation géométrique & l'invariant J.
Boit AA, A, un repére commun du quatribme ordre de € et C™* en A,
Relative au repére A4, A, 'équation de €' s'éerit

1 5
[15] y:§w2+pm°+...,
et celle de C% éerit
1 5
[16] y..——..mng+p*a‘:°+...
En utilisant les conditions de fixité du point [9], on trouve

GJO 00
mii = 2p, —gf'{ == 2y p¥

de rorte que

W
17 7=2_
[17] I

Les deux courbes €' et O* ont en A la méme conique osculatrice,
qui a l'équation

[18] y=-at.
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Cela étant, on constate facilement la signification suivante pour J:
Prenons sur la conique osculatrice comune [18) un point quelconque Q
et joignons-le & un point P de [18] énfiniment voisin de A. La droite QP
rencontre C et 0% auw points M, N, dont le rapport anharmonique avec Q, P
tend vers J lorsque la droite QP tend vers QA. La démonstration de ce
théoréme est immédiate, si 'on identifie @ avec le point A, du repére.

§ 2. T/EXTENSION A L'ESPACE PROJECTIF A 12 DIMENSION. - Nous allons
étendre les considérations précédentes aux courbes tangentes dans

P'espace projectif & n dimensions.
Un repére projectif dans l'espace & » dimensions se comMpose gy
de »+1 points analytiques linéairement indépendants A, A,, ..., A,,
définis & un facteur commun prés. Les équations du déplacement
infinitésimal d’une famille de repéres AA, ... A, son de la forme

n
[19] dA, == > wjAg (z=0,1,..., %)
g=0
ot wP sont les composantes relatives et oft lon éerit A, pour A.
Les conditions pour la fixité du poinf

[20]. M=A4+o'A +...+a"A,

dans Vespace s’écrivent alors

n 1
[21] At 4+ wel 4 Z at ot =t (m0° + Z a:"w,“’) f==1,...,7.

A=l =1

Cela étant, considérons dans l'espace une courbe ¢ déerite par le
point A. Soit & un entier =n—1. Attachons & chaque point A de ¢
un repére AA, ... A, tel que AA, soit la tangente de €' on A, AA A,
la variété plane osculatrice & deux dimensions, et, plus généralement,

AA, ... A, la variété plane osculatrice & I dimensions, (1=1,2,..., k).
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On appelie un tel repére un repére d'ordre % au point A. Pour uue
famille de repéres d’ordre % de la courbe € on &

{22] W =0 (Im=0,1,.,k—1;m=1+21+2,..,0).

Si AA, ... A, est un repére d’ordre % au point A, le vepére le plus
général AA, .. A, dordre k en A est donné par les dquations

A ::A-H
A, =a"A+atA,,

(28] Ap = At at A+ o+ af Ay,
A/'ﬁ: a?r-ﬁlA+(t§:+1A'1 T T a:;+1A'n?

-----

A, =aA+atA .+ A,

olt les ceefficients @ sont arbitvaives. En effectuant le changement
du repére {23}, on trouve, wi(x, $=0,1,..., n) étant les composantes
relatives de la famille de repéres AA,...A,,

Jrel
PRy 1{, Loh o ffi‘l i
0 T T By B = S W
@ty a
de sorte que
ok Lgh=l o
[24] Wi M W
' g " Wyt

Soient ¢ et C* deux courbes qui ont en A un contact d’ordre
B(lsk=n—1) et dont les variétds planes osculatrices & I dimen-
sions (I1==1,2,...,%) en A sont bien déterminées. Par définition, cela
signifie que les familles de vepéres d'ordre % de €' et C* en A so
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4

0yt = ©o @y == o ",
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de sort que
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[18] = = ¢
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v 0
By Wy

(4] s

au point A est un invariant projectif. Il est un invariant de contact
pour deux courbes ayant un contact du quatridme ordre.

On peut donner une interprétation géométrique & l'invariant J.
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1 5
[15] y:§w2+pm°+...,
et celle de C% éerit
1 5
[16] y..——..mng+p*a‘:°+...
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GJO 00
mii = 2p, —gf'{ == 2y p¥

de rorte que

W
17 7=2_
[17] I
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[18] y=-at.
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confondent., En désignant par 08(x,p=0,1,...,n) les composantes’
relatives d'une famille de repéres d'ordre & de C¥, qui contient AA, .. A,
et par Bf celles d'une famille contenant AA, .. A,, on &, au point A
considéré

b et %a Y
B ah By

11 en résulte que la valeur de -
eﬁ 1 mf 1
. - e
[25] L= [ 25

est indépendante du choix du repére AA, ... A, et qu'elle est un in-
variant projectif des courbes C' et C* ayant un contact d’ordre & en A.
Nous Vappellerons Pinvariant de contact d’ordre ki de C ot C*. On voit
donc que deux courbes ayant en A un contact d’ordre k& ont k—1
invariants de contact, & savoir I, I4, ..., I.

Dans le cas particulier ot k==n--1, on peut douner un inva-
riant de plus. Dans ce cas, en effet, la transformation (23} transforme
la composante relative o?  ~d'aprés la formule

-1
P e PR
n o
2

La transformation sur §,.; étant la méme, on en déduit que

g% a
-1 [OFFS ]

{26} I, o _9';1—‘/ gt

est un invariant de contact, que nous appellerons linvariant geénéralisé

“de Smrre-MzumMke, Pour n:==2, cet invariant I, est précisément I'in-
variant de SmiTH-MTHMKE.

Nous allons donner une interprétation géométrique de I'invariant Iy,

“qui est analogue au théoréme de C. Smare. Le repdre AA, ... A, ctant
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choisi comme indigué plus haut, les équations de €' au voisinage de A
peuvent &ire écrites dans la forme

xt = i,
B = B b (8 +
e ﬁ_i (B +
27
(27 a* = b,’f(t)"+...,
wl:-;—l —_ bﬁﬁ (t}fhl + ,
" = b B+ ..,

olt t est le paramétre sur €. 8i V'on différencie équation pour «* et
on égale les coefficientes de (¢)** dans les deux membres, on obtient,
en tenant compte des conditions de fixité du point [21),

%
b%

31,?:_1

= Fie

(28]

Ecrivons ensuite les équations de C* par rapport au repére AA, ... A.
dans la forme

&t =T,

#o= et (0

= el (xyly

[29]

g
I

c/‘: (T)k

okl — ck-:-l( )/rﬂ

Zetl 0

Frr— c% (T)I:-ﬂ
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T étant le paramétre. On trouve, analoguement a {28,

% 7
[30] 8/!.’—1 — cfﬂ
E i T NS
B a1
<
Il en résulte que
% 7 A Al
[31] T ik / by ¢ / Ot
19+ I A R ¥ N B ¥
Cou1 | St o b

Dans le cas k=n—1, on trouve, dans la méme maunidre, Vexpression
suivante pour linvariant I,:

n 2 Vi 22~1
[32] | Cp bn . Cn _C-n—l
L ® T -l -1 7T en bl '
"

n—1 n-1 (IS

Des expression [81] et [82] pour I, I, il est facile d'eux donner
une interprétation géométrique simple. En effet, les points M de €
et les points N de C* peuvent &tre mis en correspondance biunivoque
per la condition que la droite MN joignant les points correspondants
rencontre la varidté plane A,...A,. Cette correspondance est définie
par Uégquation +=¢. Désignons par P; le point ol MN recontre la
variété plane AA, ... A, _ A, ... A, (I=0,1,..,n). I est facile de
vérifier que linvariant T, est égal & la limite du rapport anharmo-
nique (MN, P,_, P,) lorsque M, N tendent vers A, Dans le cas k=n -1,
Iinvariant I, est égal & la limite de (MN,P,_P,). D'une maniore
précise, on & le théoréme:

Soient C et C* deux courbes qui ont en A un contact d’ordre
k(lsksl) ef soit AA, .. A, un rvepére d’ordrve k commun. Mettons les
points M de C' et les points N de C* en correspondance par la condition
que la drotte MN »encontre la varidtd plane Ay ... A,. Si P, est le point
ot MN recontre la varidid plane AA, .. A AL, .. A, (I=0,1..7),
la limite du rapport anharmonique (MN, P, P,) lorsque M fend vers A
est indépendante du choix du repére AA,... A, et est dgale a 1,. Dans
le cas k=—n—1, la limite de (MN,P,,,P,) est dgale a I, pour fout
choie de AA, ... A,.
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Des invariants I, et I, on déduit que les gquantités

ci
T, =Ll..I= ‘"é:"‘ , o =90,k si ksn—-Y),
4
{33]
Ct
J=LI.. 1= T} , o =92 ..., 0 ¢ k=n-1)
I

sont aussi des invariants de contact. Dans le cas k=—n—1 ces in
variants one 6t6 donnds par M. B. Srerk('), tandis que linvariance
de J, powr k=n--2 a été signalée par M. Bueniy Su(®). En em-
ployant les notations précédentes, on peut énoncer le théoréme suivant:
Linvariant J,, est dgal & la limite du rapport anharmonique (MN, P, P))
lorsque M tend vers A, tandis que, dans le cas To=mn—1, Vinvariant J,
est égal & la limite de (MN,DP,P,).

I1 serait intéressant d’indiquer une généralisation possible de l'in-
variant I, pour deux courbes ayant un contact d’ordre n-—1. Pour une
famille de repéres AA,...A, dordre k=n—1 de ' les composantes

relatives w*l, ..., w? sont anssi des multiples de w,!. Posons

{34] E%ﬁ»—%ﬁ, g:k—{-l,...,ﬂ.
Oy
Aprés le changement de repéres [23] les gquantités £ correspondantes

& la famille de repéres AA,... A, sont lides aux £} par les relations

ki
[85] a ok = > at¥l (e=k+l,..., m)

a=/+1

(*) B. Srenrw, Sugli elementi curvifinei che hanno comuni le origing ed i re-
{ativi spazi osculatori, «Rendiconti Acead. dei Lincei», (VI) 22 (19256,), pag, $92-859,

{*) B. Su, Some arithmetical invariants of a curve in projective space of n
dimensions, 4 paraitre dans le «Journal de Science Mathématique de 1"Univer-
sité de Tucuman».



136 PONTIFICIA ACADEMIA SCIENTIARVM

On voit que la transformation sur £} est la transformation homogra-
phique la plus générale possible. Nous nous contentons ici de faive
la remarque qu'il serait possible de définir, an moyen des &Z, des
invariants de contact de n—k+1 courbes ayant un contact d’ordre &
les unes avec les autres au méme point A.

Ajoutons encore une remarque concernant Vinvariance de I, par
rapport sux projections. Projetons, en effet, les courbes ' et €% de
lo variété plane Ay, .. A, (12k) & #—I—1 dimensions dans AA, ... A,.
11 est facile de vérifier que les projections de C et C* ont en A un contact
Q’ordre k si IZk+1 et qu'elles ont au moins un contaet d'ordre & —1
si 1=Fk. De plus, dens le cas Izk+1, Vinvariant d’ordre & de C
et (% est égal A celui de leurs projections, tandis que, pouy 1=F,
il est égal & Vinvariant généralisé de Surrr-MruMkE de leurs proj%ctions.
En remarquant que la variété plane A, ... A, est arbitrelre, on &
le théoréme: I‘invariant de contact d’ordre k de deuwx courbes reste
inaltdrd, si Uon les projette d'une varidtd plane arbitraire & n—1—1
dimensions 1=k +1, qui ne recontre pas la wariétd plane osculatrice &
k dimensions, commune AA,..A,, dans une varidté plane & 1 dimen-
sions, qui contient AA, .. A,. Cet invariant est aussi dgal & Vinvariant
généralisé de Swire-MeHMKE des projections des dewx courbes dans
AA, .. A, d'une cariétd plane & n—k-—1 dimensions, qui ne recontre
pas AA, ... A,.

§ 8. QUELQUES INVARIANTS DE CONTACT DES SURFACES DANS L'ESPACE
oBDINATRE. — Indiquons comment nos considérations peuvent étre appli-
quées aux surfaces tangentes dans Vespace projectif ordinaire.

A ceteffet, considérons deux surfaces tangentes au point commun A.
Prenons le repére AA A, A; tel que le plan AA, A, soit le plan tan-
gent commun en A. En définissant les eoordonnées non homogénes x,y, 2
d'un poins M par rapport au repére A4, A;A, par la relation

[36] M= A4 xA, +yAs+2A,;,
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on peul écrire les dqualions des deux surfaces respectivement dans

les formes

B 1 9 I3 a

[37] 2=y (aa® + 2bay +cy*) + ...y
1 . .

(38] Zz—g(afiw"—i—%iwy—i—cly)+....

11 serait facile de wérifier, avec les méthodes employées plus haut,
le fait bien connu que les guantités

ey — D,;° e, — 200, +ca,
ae—Dp: ! ac - b*

{89]

sont des invariants de contact.

Cependant, les méthodes précédentes conduisent, pour deux sur-
faces ayant un contact du deuxidme ordre au point A, & deux inva-
riants de contact qui me semblent nouveaux. On peut supposer les
équations des deax surfaces dans les formes

[40] z::ry—i—%(pwa+8qm2y+3?*my2+sy3)+...,
_ 4 o
[41] 2= gy + 5 (poa®+8gaty+3r o+ 59" + .00,

olt les termes non écrits sont au moins du quatribme ordre par rap-
port & @, y. 51 AA, A, A, est le repérs par rapport auquel les surfaces
ont les équations des formes [40], [41], le repére le plus général AA, A, A,
ayant lg méme propriété est donné par les équations

A=A, A =jA4+0A,, A,=cA+PBA,,
{42] _ ‘
' Ay =vA+2A +uA, +af Ay,
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ou

A=A, A =pA+aA;, A,=cA+pA,
(43] _
AgmmrA+uA +2A,+aBA,,

) |

ot le changement [43] peut &tre regardé comme le produit de [42] et
du changement

l44| AZA; EHZAE: Ag=Ay, -Ka:As-

Si les équations des surfaces {40], [41] par rapport au repére AA, A A,
défini par [42] sont

o 1 _ )
[45] e==ay+ 5 (pet+3qaty + 0Py’ 30 + 0
1 e 3 - 2 el z 3. 23
[46] z ==y + o (Pr2*+ B2’y + 8Py 6.9 ) + .,

3

on obtient

_ 2 _ lf.jaﬂ

B o= "@TP ) - 8
[47]

. o? ) ge

P *-“‘[3‘1’1: §p T e Sy
d’olt
4 B P B 8y
;. 8} ﬁ p b 5; ¢

D’autre part, le changement du repére [44) transforme les quantités py/p
et s,/s d'aprés les formules

[49] B _ 8 B P
i }3 & ’ § P '
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Il en résulte que les quantités
[60] H:W@LFA,K:&WW

sont indépendantes du choix du repére AA, A, A,. Elles sont deux
inveriants de contact des surfaces [40], [41] au point A.

Pour donner une interprétation gdométrique & H, K, considérons
une quadrique X ayant un contact du deuxidme ordre avec les deux
surfaces au point A et prenons sur elle un point guelconque Q. Par un
un choix convensble du repére AA,A;A; on peut supposer la qua-
drigue X d’avoir I’équation

[51] | 2= ay

et le point Q de confondre avec A;. Cela posé, prenons une droite
guelcongue passant par A, et infiniment voisine de Ay A. Soient P, M,\-N
ses points d’'intersection avec la guadrique X et les deux surfaces:
respectivement. On a done '

Po=A+3A +ehA,+3cA,
M=P +J—31—(p33+3g325+3r352+saa)+ oAy,

N=P 4 ’%(P£S3+SQ1825+37'1 3'52+3153>+.--$A3:

olt 8, ¢ sont des infiniment petits. On en déduit que

P133+3q;3“a+3?'13£2+3153+

[62] (MN, Ay p) = PO+ Bq8¥e+ Brde® & se¥ + ...

Si la droite A, P tend vers A;A le long des deux diveetions asympto-
tiques, les limites du rapport anharmonique (MN, A; P) sont p,/p et &,/s.
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On arrive donc 4 Vinterprétation géométrigue suivante de pyfp et s,/s
(c’est-a-dire de H et K): Prenons une quadrique % ayant un contact dn
deuziome ordre avec les deux surfaces en A et un point quelconque Q
sur =, Une droite quelconque passant par Q vencontre 2 ef les deux
surfaces aux points P, M, N. Lorsque cette droite tend vers QA le long
des directions asymptotiques, le rapport anharmonique (MN, QP) tend
vers pyp et sifs pour tout choix de la quadrique X et du point Q sar X.






