SOPRA UNA CERTA EQUAZIONE FUNZIONALE

GIORGIO GALBURA

SvMMARIVM. — Quamdam aequationem functionalem, quam Snvbri in qui-
busdam geometricis quasstionibns invenerat, Auctor perscrutatur, definiens quid
requiratur quidque sufficiat ut huius aequationis integrale {quod ipse determinat),
positis generslioribus hypothesibus, constituatur,

F. Severy, nel 1902, ha considerato incidentalmente (*) Vequazione
funzionale

[y (2 +y) — o (@) — 4 () =F(2,7)

ove ¢ (») 8 la funzione incognite, mentre /(z,%) & una fanzione nota.
Egli ha determinato I’espressione della soluzione cp(w) per valori interi
di &, posto cho essa osiste.

Noi riprendiamo qui {*) lo studio della {1}, determinando tra Valtro
la condizione necessaria e sufliciente perche la [1} abbia una soluzione
dotata di derivate dei primi due ordini e trovando, sotto questa ipo-
tesi, la forma generale della soluzione.

(*) Nota presentata dall’Accademico Poutificio IF. Severi il 22 marzo 1941,

(*) P. Bmveri, Sopra alcune singolarite delle curve di un iperspazic. Mem, della
R. Accademia di Torino, 1902, In questa Memoria si trova considerata 1’equazione
stegsa per funzioni di wn numero qualunque di variabili. '

(?) La -vicerca mi & stata suggerita dall’Tcc, Smvmri, in relazione ad argo-
mento trattato dal Prof. Fasio Coxrorro nel corso sulle «Iunzioni abeliane e
matricl di Riemann» da questi tenuto presso il Reale Istituto Nazionale di Alta
Matematica.

2 Acte, vol. V.
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1. - Si osservi anzitutto, che se g, (x) e ¢,(«) sono soluzioni, ri-
spettivamente, delle equazioni

@+ y)— @) —o(y)=/i(z,y)
gl t+y)—~9x)—oy) =1 (e y

la combinazione lineare A g, (#) + Bo, (x), con coefficienti costanti A e B,
& soluzione dell’equazione '

ple+y)—e@ —o@=Af(z,y)+Blo(z, y)

In particolare, la differenza tra due soluzioni della [1] & soluzione
dell’equazione di Caveony:

[2] glz+y)—o@)—o(y)=0

In altre parole: Considerato un campo funzionale C, il quale con-
tenga sompre la somma di due sue qualunque funzioni, la soluzione
generale, entro C, della [1] #i oftiene aggiungendo ad una soluzione par-
ticolare di essa, appartenente « C, la soluzione generale della 2} in C.

2. — Notiamo ora che, se la [1] ha soluzione, la f(x,y) deve ne-
cessariamente soddisfare alle condizioni seguenti:

1) flx,y) & simmetrica rispetto alla retta x==y, perché tale &
il primo membro della {1};

2) f(e,y) asswme un valore costante a==-g (0} sugli assi coor-
dinati, perchs, se nella {1] si pone x=0, si ha f(0,y)=—9¢(0)=¢a; e,
se in essa si pone y==0, si ha analogamente f(z,0)=aq.

Inoltre, se la [1] ammette una soluzione ¢ (a) dotata delle deri-
vate del primi due ordini, la f(w,y) dovra possedere le derivate par-
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ziali dei primi due ordini; di pihle sue derivate parziali seconde miste
dovranno essere uguall, ¢ si avrd:

e ¥@+y)—oy) = ""?"]i%}{l
[4] Q' (®+y) = Dy . Giob:

Dmay

8) la dervivate seconda mista della f(w,y) & funzione della sola
somma & + ¥y

[5] Py b2 + )

ove la ¢(2) & una funzlone integrabile.

Dico che le 1), 2) e 8) sono condizioni non solo necessarie, ma
anche sufficienti, affinché la [1) ammetta una soluzione derivabile sino
al secondo ordine.

Infatti, data §(z) integrabile, la sola funzione che soddisfaccia alle
condizioni 1), 2), 8), & la seguente:

[6] f(w,y)mfdu[¢(z¢+~:)dv+a
o 0

Dire che la f{x,¥y), soddisfa alle 1), 2), 8), equivale pertanto a dire
che essa ha la forma [6).
Allora la funzione

t

7] @<w>=b[ i f Ywydu—a

che ci di una soluzione particolare dell’equazione ottenuta dalla [8)
ponendovi al posto di f(x,¥) la [6] e facendovi poi y==0, soddisfa
alla [1], ove f(x, ) sla data dalla [6].
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Infatti si ha

z+y 1

fdtj¢(u ydu ——[dtfup(u)dumfrltf¢(u)(luma+2aw
_/‘:ty/l(u)du m[dt [drn(u)du ramf{fulz(u)du —fqa(u)du‘jdt +

® iy

+am[(lt[ (u)du+a_./‘dtf¢(u+t)(3u+a=f(m,y) ~
[

8i giunge pertanto al segueate risultato:

Condizione necessaria e sufficiente, affinché la {1] abbia una soluzione
derivabile sino al secondo ordine, & che f(a,y) sia della forma [6} con
U(2) funzione arbitraria, purché integrabile. La soluzione generale della
[1] (in campo funzionale che contenga tutte le funzioni dotate delle deri-
vate dei primé due ordini, e, assieme @ due sue [unzioni qualungue, anche

la loro somma) ¢ data allova dalla funzione
& £
8] go(m):@(ac)+/‘dtf¢(u)duwa
o 0 )

ove § () indice la soluzione generale della [2] (mel campo C)

Tl risultato si pud anche enunciare cosl:

Condizione necessaria ¢ sufficiente affinche la [1] abbia una soluzione
derivabile sino al secondo ordine, & che la f{x,y) sia simmetrica vispetto
alla retta x==y, costante sugli assi coordinati, ¢ che la derivata seconda
mista di f(x,y) sie funzione solo di w+y.

3. — Ora dimostriamo come la soluzione della [1], data, per valori
interi di «, da Severt (), quando la f(z,y) abbia la forma (6] sl riduce
alla {8].

(1) Op. cit. nota L.
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L’espressione indicata da. Smvexr & la seguente:
w1

[9] : @(@)—@(1)m +Z F1,a-1) .

Se al posto di f(1,a—¢) gintroduce la sua espressione data dalla
[6] e si usufruisce dellidentitd

fd [¢ sy — fo’;lf’ofﬁ,@ 2o _[d [}, iy fd [d, o

s1 trova

i w+i—f ¢ w—i ¢

tp(a:_}m ey +‘17_1 ’ / dt [Lp(u)du_[dt[q&u)dum[dt [¢{za)du+a

@t 10 1t
:cp(l)w-k.([dt‘!‘q(u)du M.O[dt‘([dg(u)du'—(a:ml)v{)dtldg(u)du+(a:_1)a.=

et TS
m[dtb[dg(u)du—a+{q>(l) m.[dt‘ofup(u)duma]w

ossia, ponendo

1 i
'_‘P(_l)—[dtft,‘:(u)du—a:k
{10] @) sk | dE [ Y du—a
oo fa

espressione che rientra nella [8], e in particolare coincide con la [8]
stessa, se il campo O sopra considerato & quello delle funzioni con-
tinue. Si noti. molme ‘che, come era prevedibile a priori, per wvalori
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interi di @, la [10} coincide con la [8] qualungue sia il campo C con-
siderato. Infatti, qualunque soluzione, anche discontinua, 3 (x) della [2],
coincide, per valori interi di @ con la funzione x % [1].

4. - Se nella [1] facciamo @==y essa diviene
[11] ¢(2a) — 2o (x) = f(, @)

e ogni soluzione della [2] & anche soluzionc della |11}
Inoitre, se si pone =9, ¢(2)=®(2),/(2,2)=F(2), la [11]
diviene

(123 Pz4+1)—2d0() =F(z) .

Quest’equazione & ben nota, ed & stata rvisolta tra gli altri, sotio
I'ipotesi che ['(2) sia una funzione meromorfa, da Hunwrrz (V).

Una volta che si comosca la soluzione generale della [12], si ha
subito la soluzione generale della [11]. Non & detto perd che essa sia
soluzione della {1]; ma & certo che la soluzione gemerale della [1] &
un caso particolare di essa (%).

Questa & pertanto un’altra via per la quale si pud giungere alla
soluzione generale della [1].

b, — Che (se si toglie la condizione che la o(x) debba avere deri-
vate sino al 2° ordine) la [1] possa avere soluzione ancle per funzioni
[{@,y) di forma pitt gencrale di quella data dalla [6], & evidente: se
infatti st dd ad arbitrio una ¢ discontinua, e mediante essa si definisce
f(®,y), questa risulterd (almeno in generale) discontinua e non potra
avere la forma [G].

(Y) Hurwirz, Sur Pintégrale d’'une function entiere, « Acta Matemation », 20,
(% Questa osservazions mi & stata indicata dal Prof. G, Riccr.
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B perd intoressante vedere come, se ci si limita a considerare le
funzioni f(x,y) simmetriche rispetto all’origine, si possa determinare la,
condizione necessaria o sufficiente perché la {1} abbis soluzione, e la
espressione effettiva di una soluzione particolare, in termini finiti, senza
fare alcuna ipotesi restrittiva per la soluzione.

Notiamo anzitutto che qualunque sia la f, se la [1] ha soluzione,
si ha, se f(0,0)=a, 9(0)=—a; e quindi, ponendo nella [1] & +y=0,

¢(@) +9(—x)=—flz,~x) +a ;
e sinilmente:

¢ e~ =—ly,—y+a,
gty to(~a—y)=—flx+y,—x—y+a .

Sottraendo da quest’ultima le due equazioni precedenti, e tenendo
conto della [1], si ha

(18] F(@ )+ [(—ay—y)=f(@,—a)+ [y~ y) — f (g, —~2—y) —a .
Questa & la condizione necessaria perché la [1] abbia soluzione.
Se perd supponiamo che la f(w®,y) sia simmetrica rispetto all’ori-
gine; che si abbia, ciod,

[14] fley)=F(—z—y,

la [14] & anche condizione sufficiente per Vesistenza di una soluzione.
Infatti, in tal caso la {18] diviene

2f{w,y) =z, —a) + [y, —y)— [ ( +y T —y)—a .

Allora la funzione

[15] §(#)=— 5 flw,— o) 45 a
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soddisfa alla [1]. In vero si ha, tenendo conto della {1B]:

oot )—ol@) — 2l)=— | f(@ry ==y (@) =[Gy ra]=f D)

Pertanto, se la f{x,y) si definisce ad arbitrio sulla bisettrice @ +y=0
per #>0,y>0 e uguale ad @ nelVorigine, ¢ si definisce inoltre in
base alla [14] nell’altro tratto di Disettrice, e in base alla [15] nel
rosto del piano, si otticne un’equazione [1] che ammette soluzioni, una
delle quali & data dalla {15}





