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I PIU GENERALT RIFLESST
DELLA CONGRUENZA DELLE DEFORMAYIONI
SUGLI SFORZI BLASTICI®M

PIERO LOCATELLY

SVMMARIVM. — lxponitur quid requivatur ut'duplex symmeter tensor poasit
asqualis elastici corporis tensionem exprimere, quascumyue sint eius corporis vires
ot proprietates elasticae, licet haec quoque e sitn pendeant.

In uno studio comparso in questi «Acta» (*) ho posto in rilievo
I'esistenza di particolari legami eni devomo soddisfare le componenti
di un generico temsore doppio simmetrico perché questo possa esserve |
assunto come tensore degli sforzi interni di un continuo omogeneco
(bidimensionale o tridimensionale), indipendentemente dalle costanti
elastiche di questo e dalle forze di campo e di contorno.

La vicerca di analoghi legami per il caso di continui non emogenes
costituisee argomento di questa Nota., Oltre agli scopi indicati nello
studio citato, essa ne ha uno particolare che scaturisce dal conside-
rare che lo stato di tensione, softo determinate forze, di un continuo
nel quale il legame sforzi-deformazioni (*) non sia lineare, purché rego-
lave, pud cssere assimilato allo stato di temsione, softo quelle stesso
forze, dello stesso continmo costituito di materiale a caratteristica li-
neare, ma opportunamente non omogenec e non isotropo.

Le relazioni cul si perverra sarannc pertanto valevoli anche nel
caso di confinui a caratteristica sforzi deformazioni nom lineare.

(¥) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Gustavo Colonmetti nella Tor
nata delV8 gingno 1941,

("} P. Locarirrr, Sullo stale di lensione elasticn nei continui omogenei. Ponti-
ficin Academia Scientiarum, « Aeta», vol, V, n. 5, 1941,

(®) Intendo sempre @i riferivmi a deformazioni infinitesime.
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Mi limiterd ai casi aventi pili immediata possibilith di pratiche
applicazioni nel campo della clastostatica, ossin ai casi bidimensionali

e tridimensionali euclidei.

1o, — Consideriamo un continuo eunclideo isotropo tridimensionale
non omogeneo: il suo equilibrio elastostatico & retto dall’insieme di
tre gruppi di equazioni: le sei [1]) che scendono dall’equilibrio del-
Ielomento di volume, le sei [2] che stabiliscono il legame, vario da
pinto a punto, fra sforzl e deformazioni, le tre indipendenti {8] che na-
scono dalla congruenza della deformazione. Nessuna differenza formale
distingue queste equazioni da quelle scritte per un continuo tridimen-
sionale omogeneo: solo i due coefficienti che caratterizzano la natura
clastica del continuo (tensore elastico) nmon somno due costanti, ma due
funzioni del posto. ¢

Cid non introduce difficoltd concettuali, talché la via per risolvere
il problema proposto nom muta, nelle sue linee fondamentali, rispetto.
s quella seguita nel caso di continui omogenei, ma presenta difficolti
di calcolo che m’ riuscito di superare estendendo un procedimento
di cui ¢i & valso FINz1 in un suo recente lavoro (*). St esprimeranno
ancor qui le condizioni di congruenza in funziome degli sforzi o delle
caratteristiche elastiche del continuo e si elimineranno queste ultime
nelle relazioni cosi ottenute sfruttando ulteriori relazioni, alla loro
volta ottenute dalle precedenti per successive derivazionl.

Te equazioni dell’equilibrio elasto-statico hanno, per il caso in
cui ¢l siamo messi ed in veste tensoriale I'aspetto(*):

|l| }[’iniﬁ == F'z Pm _piu
!31 la=A Pty -+ B P Gyt oy & By Jem1,2, 1)
IS} E'I“rh SMJ ‘-r:a'k,|rs = O

{*} B. Fmzi, /1 problema ristf'etto tridimensionale nella feoria della plasticitad.
« Atti R. Aco. Scienze », vol. 76. Torino, 1941,

{*) Conformemente all'uso indico con indiei in alto le componenti controva-
rianti di un tensore o con indici in basso le covarianti; una lineetta fra gli in-
dici sostituisce I'ordinario segnoe di derivazione (derivazione ordinaria, in coordinate
cartesiane; derivazione tensoriale, in coordinate generali); sono soppressi i sim-
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nelle quali: g, & il tensore fondamentale, £** il fensore di Rucor, pa
il tensore degli sforzi interni, £, il tensore di deformazione, p l'inva-

boli di sommatoria guando stanno a rappresentare una semplice saturazione ri-
spetto agli indiel spaziali.
Nelie spazio 4i metrica:

ds? = apdetde® (4, k==1.. %)

3

il tensore am & il tensore fondamentale (se lo spazio & euclideo ¢ le coordinate
sono cartesiane ap==1 se i==k; an=0 se {=d=Fk), Bsso & costante nel senso che
In sua derivata tensoriale & nulla; & elemento essenziale nel prodotto scalare di
due vertori: w X v=aguivh.

It tensore di Ricel & un tensore nplo (doppio se lo spazio ha due dimensioni,
triplo s6 Jo spazio ha tre dimensioni) ed & cosi definito: & ... 4, =0 se almeno
due indici sono eguali (i, 4. ta==1,2 .0 1)} & oo === M ilaa]] se gli indici
sono tutti distinti, valendo il segno -, o il segno -, secondo la classe della
permmtazione 4, ...4, rispetto alla fondamentsle 1... 7. Anche il tensore di Riccr
b costante nel senso che la sua derivata temsoriale & nulla (se lo spazio & eu.
clideo ¢ le coordinate sono cartesisve, le componenti non nulle hanno il valove
i e [ =+ 1). Nello spazio tridimensionale esso & elemento essenuiale nel
prodotto vettoriale: precisamente se w==mAw, si ha: 1w, == Eppuivk,

Le |13, [2], [8] traseritte in forma cartesiana diventiano le ben note:

, OPwy  OPu g
= ”a?f N P _ Flay = Py
‘ajjyy Dpw
B¥ oy o T Pus == Pay
op,,
’ D;‘J R Pam == o
j a‘”"c‘ =Ap B) s i E-.w - B-]'?xy
{2] E’_w =Ap+ Bp,w Eyz =B Pz
[ Lo Ap By, b= B,
DB' Em.ﬂ ) Dg E-y}f 2 DZ Z:sy D ';) g 6 2’ E:}.}: D Zzy
Pl L I Sy oyox om Sy Oz dm
i{ ] o a"’"’ . .’aga” ) o E”'z o a’”’ _?__ o z-”:"i. 4 (‘)E)"’ E'} E""
PEL 2y 2y 0z Oz0xr  Qy \ 9= ok 2y
D, Dzia,m 0%, DL 0 Dﬁ,,, 28,
4 D : LI B D
Daz? ozt Dz O QDY Jz \ 9n Dz

10 defe vol. V.
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riante lincare degli sforzi: ps==p/, A e B due funzioni caratterisiche
del continuo:

A=y (g, @, ) B oe= gy, 2y, @)

ed infine I le forze di campo.
Le
gebricamente indipendenti, ma non tali differenzialmente: sussistono

3] come b noto costituiscono un sistema di sel equazioni al-

infatti lo tre identith che esprimono Vannullarsi della divergenza del
primo membro delle stesse [3](1); in virtl delle [2], le [3] assumono
Paspotto:

8] 0¥ e 9 (A + (Bpa)

- } =0 (g8, hi=1 2,8
e por comodo di serittura poniano:
I
Ap ==y p==b{my, g, &)
Ei;-h E?LEJ Ly == Ch_f:'.v

otteniamo:

3 P o )L s e (p padl. =0
. _ P P

20, . Se chismiamo C,,.; gli elementi reciproei di ¢y, ossia
POTNIAIMO :

A Jidrs et s
C’nmh,i & ==y @ k]

moltiplicando le [3"} per C,,,; ¢ satwrando avremo:

{_3”'] ' LHmn + D:L:‘,’ ((P,Tjil:)])'s =z ()

avendo posto:

aYLE] .1 i Jhisf
e e EXR!
-])-nm - (}nmhj A =

(ty P. Lovarsni, ice. it
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%1 ]1(1-: Dzhs D?fcm

con che, ricordando la genesi di C b ok

nesilf
Poniamo ora per semplcitd di serittura e per ricordarne la na-
tura tengoriale:

?’mﬂ == :{;:2& ((P Ph'\)i?a
la 18" diviene:

{SIVJ Aﬂm == ‘Hm'n + Bnm == 0

Tie [8%V] non sono dunque, a meno di coefficienti, che lo [3] espresse
nelle dervivate seconde degli sforzi interni e delle caratteristiche del
continno A ¢ B. Si avra pertanto:

G o il A A o A= () (A == Aii)

e quindi prendendo la divergenza d’ambo i membri:

1] Al

A jl_-il-’r

Dalle [81Y] & facile eliminare Ia §; basta infatti devivare le [3"]
rispetto alle variabili spaziali, moltiplicare per il tensore di Riccr o
saturare; ricordando allora Pemisimmetria di 7 ¢ la simmetria delle

N

derivate ¥, la [8TV] diviene snccessivamento:

IS\T! . "IJme ¥ {‘JJHIﬂi[ == O
g™ "Hum.ﬂ + g :J et T 0
[41 O, 52 e e 0

Ta {4] & una relazione tensoriale, che non contiene la ¢, nella
quale compaiono il tensore degli sforzi interni p, e la caratteristios
del continuo Be=g(a) con le loro derivate fino a quelle di ordine
terzo. Seriviamo la [4] ponendo i evidenza la ¢ e le sue derivate:
essa avra la veste:

P = S pube el Als R o
I-i I pm - 1 i (l)lﬂbc + ] })m ‘Hltw + ]]me (P]“ i 1(5;2'»-,: & == 0
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dove 1 tensori B sono i coefficienti che saturanc le derivate di or-
3
dine % della funzione ¢; essi sono funzioni solamente delle derivate

di py fino al terzo ordine,
La {47 & un sistema di 9 equazioni: non tutte perd sono alge-
pricamente indipendenti perchd grazie a [4] si ha lidentitd:

it i
[/ e @-pm =0

Le otto [4'] non ol permetiono dungue di ricavare algebricamente
le dieci distinte 9|, Facciamo allora ricorso ad un metodo di elimi-
nazione ispirato al citato lavoro di Fivzl.

Deriviamo le [4]; abbiamo:

];.al:cd -L\abc Iw b

i R N3 N o
;.5] 9, -ipmo"qrtbw? + s o ('I)!ﬂb! ’ o P (Plab + ] Py QDL! | E pmr @ 7 0

nella guale 1 tensori T (funzioni delle derivate di py, fino al guarto
I

ordine) sono i coefficienti che saturano le derivate di ordine A della

funzione o.

La [5! ottenuta derivando le otto {4} 6 un sistema di ventiguattro

qudf/mnl contenenti le quindici derivate quarte Qlaea . Sl osservi perd

che sussistona fra esse le nove identitd, sotte indicate:

o iy [134 2T -
o & P Am-n! e 0

e
(")pmlr = g A:umi ()

@:pmlr 5@"'?' gRPI qu-?« gopm Eyﬂf. Am-n-ilrr e SQM (“Qﬁ AN e g1 amt) ‘\m-n[h' —

== EQ':*?, (Ai R Ameim‘q‘)

un gistema di quindici equazioni alge-

Abbiamo quindi nella [5]
bricamente indipendenti nelle quindici 9laea -

Torna a questo punto opportuno introdwre un artificio di caleolo
che, assolutamente inessenziale, riesce par ticolarmente comodo in guanto
permette la completa applicazione di operazioni tensoriali, e fecondo
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in quanto suggerisce e rende spontanee trasformazioni che diversa-
mente richiederebbero particolare virtnosismo,

Introduciamo un tensore G;ﬁ;ff‘; il quale goda di tutte le simme-
1

trie rispetto agli indici 4. Se si tiene presente che gli indici possono
solamente assmmnere i valori 1, 2, 8, le sole componenti distinte del

tensore cosi introdotto saranno del tipo: G;;’,’,fjﬂ o pertanto si potra
4

porre in un riferimento prefissato, ma del resto qualsivoglia:

{\{rbcd abed
Tpnn = Gjmus

Introducendo con analogo criterio i1 tensori:

~abe
3 ey

11((!)( . ab .. ab i
P Gp:ums*— Pp:m ¥ Gpm?s ==

B s Gy T
- Il 2R R, 3 i
3 ks ol 0

pme

a [B] si scrive:

l{),j (?;i)r:’:ds ‘P!abcd + (gr;ir)nc?s cPlabc G;:E;:;s (?1(40 + g};;nm‘sﬁolu + (g"pmr.-‘s = 0

La [B'] ha carattere tensoriale, vestando essa invariata rispetto a un

generico cambic di riferimento: risolte rispetto a ¢l,..(*) foraisce:

be 3 i
1} ?hj.'“ Ol . rhjk Plap I;I;'lhjk Pl + Io-lihjk ¢ =0

(b"] Lo

Doriviamo la relazione teunsoriale [57]; abbiamo:

tbed K _
leu.r + KemacPlubed + Kz;gu’PEabc S um.z‘?fab r’.'d!ct ‘P]a + I('){wr:f“{’ =0

(1) Basta a tal fine moltiplicare ambo 1 membri della {6} per il tensore gf’,’gfq
G abed

d pars

reciproce di tale ciod cho:

abed gy a ab a atl
L pinre A ihjk = e

e saturare,
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nella quale i coefficienti K contengono lo derivate di py fino al guinto
ordine, Saturando le {5"] col tensore ¢ si oftiene:

LV nb(r.’
|_6 ] ;h,m (Plabt il Lzhjm cP]ah{ + Lz.ﬁjm cP!ub + szjm (T)Iu 4 n'q;nm g == ()
e questa ricordando la [BY] diviene:

lG} 17{71)? (P|ubc 4 M?Min (‘P|(rb 1 Mzhgm cP a + Hu'm “P == ()

Sonviene ora esprimere i coefficienti della [6] mediante tensori
aventi tre indiei scoperti oltre quelli saturati: basta a tal fine com-
piere una sostituzione inversa a quella eseguita nel passaggio dalla [B]
alla [B']; avremo cosi:

s Tabe a L < J .
l() | ]\‘zh; ub(‘ .'h (r’luh + N(.’:I (19}(! + %r‘hj CP "‘O

Ripetiamo la successione ¢i trasformazioni che ei ha portate
dalla [6] alla [G7), ossia risolviamo la [6] rvispetto & @lg., [67], deri-
vigmo la [6"], saturiamo col tensore s, ricordiamo {67}; avremo suc-

cegsivamente

[GH] (P]m.zp + Onmy (P’ab + Onmp (P|(, w nmp Q== 0

{Gm] (P|mnpf + ngf:fpf @'ab{ - anp{ (f"lnb + ang)f (Pl“ + .‘E’-m.ﬂpf r{) = O
161\’] S:Ib)f’: (Piab{ mm (Plﬂb + Qmm (PI“ + Qmm cP o

IT] Al{‘azm £P3ub ’ 'f{’j:mv' q’Ea. + {?‘mm'q’ sz {)

in quest’ultima i coefficienti R coutengono le derivate di p, fino al
sesto ordine,
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Lie [7] non sono tuite algebricamente indipendenti; per separarne
quelle indipendenti basta saturarle col tensore e ottenendo:

§7,I :5:2? (Plzu') + bnm ‘P|n + Snm § == 0

Ripetiamo ancora una volta la successione di trasformazioni gid
illustrata; abbiamo successivamente :

K Plpg + T 0l + Ty 9 =0

7 gt + g;géq’;ub * EJ;;r;t Pha + E??qt ¢ === 0
(7] V;z Pl + -qu Pl + qu =0

[&] V"q ol \;&Tm = {)

in quest’ultima i coefficienti 'W contengono derivate delle p,, fino al
seftimo ordine.

Le [8] non somo fubte algebricamente indipendenii; per separame
le indipendenti basta saturarle col teusore ¢ otfenendo:

8] Xy #lat Xy =0

Dividendo per ¢ (che ¢i sua natura & diverso da zero), la [8]
diviene:

] Xo(log o), + X, = 0
| QO

da questa risolvendo rispetto a (loge)l., cled al solito moltiplicando
per ay reciproco di X (tale ciod che Xjah = af) o saturando, si ha:
1 1!

[8"] (fog o), + Y, ==
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e questa, infine, derivata e saturata con tensore ¢ ci da:

9] Y, =0

La [9] & equivalente ad una sola equazione indipendente, ed é
una equazione differenziale in p, di ottavo ordine, lineare nelie deri- .
vate ai ordine massimo. Issa & la condizione cercata.

A tale condizione deve dunque soddisfare un generico tensore
doppio simmetrico perché possa essere assunto come tensore di sforzl
interni n un continuo tridimensionale isotropo euclideo, anche se si
dispone & piacimento di opportune forze di campo e di una opportuna
variabilith da punto a punto dei parametri elastici del continuo stesso,

3%, - Veniamo ora ai confinui bidimensionali non omogenei ma
isotropi; Vequilibrio indefinito & retto ancora dalle [1] e [2], con l'av-
vertenza che gli indici sono suscettibili solo dei valori 1 ¢ 2. Quanto
alla {8] se il continuo bidimensionale & euclideo (curvatura ganssiana
nulla: piano e sviluppabili) essa va sostituita dall'unica cquazione
scalare seguente :

[101 &' ek Eihh'.s == () by feyry 5021,

Questa espressa negli sforzi mediante la {2] diviene:
[107] e e [ (ApHya i + (Bpalss} =0

I quests un’unica equazione nelle due funzioni: Ap={(@,, x,) e
B=g¢(m,, x,); essa pertanto, quando si disponga di tali funzioni a pia-
“cere, non impone nessuna restrizione al tensote pg.

Se il continuo non & euclideo, la [10] & sostituita da una pidt
complesse. equazione (1), ma si tratta sempre di uns unica equazione
scalare,

(Y B, a1, Sopra il tensore di deformazione di wn wvelo. R. Ist, Lomb.,
vol, LXII, fasc, XI-xv, 1980,
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Si pud pertanto concludere in generale che nel caso isotropo
bidimensionale (a differenza di quanto avviene nel caso tridimensionale)
qualunque tensors doppio simmetrico pud a priori essere assunto come *
tensore di sforzi interni di un continuo dotato di opporfuie forze
di eampo e di parametri elastici opportunamente variabili da p'unto
a punto,

4°. ~ Abbandoniamo ora la restriziono posta che il continuno sia
isotropo.

Nulla da aggiungere per il caso bidimensionalo nel quale gid
nel caso isofropo nessuna condizione vien posta al tensore degli sforzi
interni,

Per i continui tridimensionali euclidei osserviamo allora che il
legame sforzi deformazioni sard caratterizzato non pit da dus soli
parametri (le funzioni A e B) ma da almeno tre. Questo terzo para-
metro {ed 1 successivi, se i parametri sono pitt di tve) comparira
nella [9] o basterd in generale la sua presenza, data la sua arbitra-
rietd, a togliere alla (9] stessa ogni esrattere di vincolo al tensore Dt s

Si pud quindi concludere in generale che nel caso bidimensionals
ed in quello tridimensionale euclideo, qualunque tensore doppio sim-
motrico pud essere assunto a caratterizzare lo stato Qi tensione elastica
di un continuo non omogeneo non isotropo quando si disponga di
opportune forze di campo e di parametri elastici opportunamente varia-
bili da punto a punto.





