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DI ALCUNE RECENTI MEDIE &)

PIETRO MARTINOTLE

BYMMARIVM. — (Qpportune descriptis varils rationibus quibus medins numorus
supputari solel, auctor novarwn mediarum trigonomelricarnm duo affert exenpla,
demonstrans quam commoda sit methodus relationis ad funetionem, qua methodo
itlag 1medine computatas sant,

DUk PROBLEMI DELLE MEDIE SOGGETTIVE

1) I molteplici punti di vista dai quali la Statistica leorica esa-
mina genericamente le modie soggetiive di un gruppo di dati, si pos-
sono ridurre a due soli, quando questo esame viene Hmitato, come ora
si infende di fare, alla sola parte matematica; ad essl corrispondono
I scguenfl problemi fondamentali: ‘

la. determinazione di medie, quali espressioni matematiche di ope-
razioni da eseguive sui dafi;

la scelta del tipo pitt opportuno di media per ogni singolo caso
pratico.

Di questi il secondo entra necessariamente nel campo concrefo,
¢ puo trascinarvi una parte pitt o meno grande del primo, a seconda
del maggiore o minor legame fra essi esistente. '

Col proposito <i fornire nuovi elementi di valutazione dei pregi
o difetti dei diversi modi di concepire una media, tenendo conto di
aleuni suoi tipi, recentemente aggiuntisi a quelli che hanno gid for-

(*) Nota presentata dall’Accademice Pontificio Marceile Boldrini nella Tor-
uata dell’8 pingno [941.

14 dote, vol. V.
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mato oggelto di analoghe considerasioni ('), ¢ coordinando questi con
i nuovi, si ritiene opportuno stabilive una classificazione delVinsieme
delle pitl nobe espressioni matematiche di medie.

Sul comportamento di gueste rispetto ai predetti problemi fondera
la classificazione stessa, e da questa, inoltre, si potranno indurre aleuni

ulteriori sviluppi delfimportante e vasto campo di vicerche.

Il primo problema
2) K noto che le classiche medie

aritmetica
quadratics -
geometrica
armonica

sia semplici che ponderate, di n dati @, ¢y ..., @, sono comprese come
" easi particolari nell’'unico tipo di media m, dordine k:

iy, o

corrispondentements al casi di ko= [,2,0, - L.
Medie ponderate aritmetiche, geometriche od armoniche, i eul pesl p

siano particolariente espressi da:

o b n=1 iy 1aa [ R
P () e (1)

(1} La presente nota & un complemento di Hsfensioni nel concetto di media.
« Gorale degli Keotomisti » o « Annali di Beonomia », Cedam, Padova, 1939-xv11,
ove & contenula la brove hibliografia dell’argomento. Pubblicazioni successive a
questa, ¢ che hanno dato motivo alla presente, sono:

1. Preswrrs, Medie ascendenti ¢ medie discendenti, Supplemento statistico,
Perrara, 1989-X VIL. «Metron », Vol XIV. Roma, A. Pratelli 1940-xvu1. — G. ZAPYa,
Osservazioni sulle medie combinalorie, idem; Swdle medie trigonometriche, idem.
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ove h pud essere un intero qualunque, hanno formato oggetto di par-
ticolare stndio, gotto la denominazione di «ascendenti o discendenti d’or-
dine & » perché ottenibili anche con particolari operazioni procedenti
in ordine inverso sui cati.

Un grappo di medie pit complesse delle my,, ¢ che le comprende
in pavticolare, & quello delle cosi defte medic « combinatorie », Ta loro
formula ¢ deducibile da quella delle my, sostituendo ai semplici tor-
mini pra®, p; delle somme ivi contenute, i gﬁrnblotti di un numero ¢ di
analoghi fatbord

p h I3 y
Pl P L Pl ) PPy eeen P

le successioni di tali fattori essendo formate da tutte le combinazioni,
sin semplici che con ripetizione, ¢ a ¢ degli n dati: alVindice di ra-
dice k va conseguentemente sostituito ck.

Pilt generalmente si sono costruite medie combinatorie con la ra-
dice (ck — dh)=* del guoziente di una frazione identica a quella risul-
tante dalle predetie sostitvsioni, per un'altra simile, formata con le
combinazioni & a d deile potenze A° dei dati moltiplicati per i rispet-
tivi pesi,

Si hanno inoltre le «medie trigonometriche » comprendenti la
« media-seno » ¢ la «media-coseno », che sono valori aventi per seno
o por coseno vispettivamente lo semplici medie aritmetiche dei seni e
del coseni del dati,

Se dal complesso di queste varie espressioni si volesse indurre
nna pitt generale e comprensiva definizione, osservando che in esso
sono sostanzialmente contenute varie operazioni algebriche a;pp‘lica.{;e
& funzioni ~ potenziali ¢ logaritmiche ~ dei dati, i perverrebbe all’arida
conelusione simbolicamente rappresentata da

==

/1((11)? /(H.Z) """ /'(a'oz>

e che precederchbbe di poco 'affermare che quale media s possa assu-
mere una fonzione dei dati, con l'unica condizione che non evada 1'in-
tervallo di guesti,
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Una classe ben distinta dalle precedenti & quella delle medie
« viferite ad nna prefissata funzione dei dati». Nella loro definizione
& contennta la condizione essenziale che questa funzone ¢ (¢ @, ... . 4,
deve rimanere invariata guando i dati vengono sostituiti dalla Joro
media, di gnisa che guesta condizione si traduce nell’egnagione

g,y ) == (g my L nr)

risolventesi nella media m. ;
B gih stato dimostrato come a questa forma siano adattabili tutte
quente le medie passate prima in rassegna.

Dal punto di vista purmmente matematico queste definizione va
sostanzialmente distinta dalle precedenti, perchd sostituisce alla pre-
sentazione diretta di un determinato tipo di media, la sua indiretta
deduzione da una conveniente equazione. B guesto & lo stesso proce-
dimento che, alla fin fine, si segue nel dimostrare alcune proprieta
— generalmente quelle di render massime o minime particolari gran-
desze ~ attribuibili aile pit note medie; si traducono, infatél, dette
propriefd in equazioni che in queste medie si risolvono.

Sinché nella equazione indicate viene lasciata indeterminata la
funzione ¢, e se anche si pensa di sottoporre i dati e la lore media
a condizioni differenti da quella particolare proprietd invariantiva
della o, si dovrebbe ammettere che contro la lanentata indeternina-
tenza delle definizioni dirette non si sia recato il minimo contributo.

Il secondo problema

8) Ma un gindizio ben diverso viens imposto dal necessayio
coordinamento dei due premessi problemi, il primo dei quali, soltanto,
b stato preso sinora in considerazione.

T noto infatti che, mentre il riferimento ad nna funzione & stato
suggerito, sin dalla sua orvigine, dali'intendimento principale di inge-
vive nel concetto di media un legame con le varie circostanze con-
evete che su la grandesza, cui 1 dati si viferiscono, possono influire,
nulla di simile e nessun proposito analogamente concepito, sin pure
in diverso sense, accompagna le dirette ricerche di medie,
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Puo bastare questa constatazione ad elevare notevolmente i1 livello
della prima definizione sulle seconde; né si vede come, data la con-
seguente inferiorita di queste, possano meritare interesse le laboriose
ricerche di proprieth matematiche, alle quali esse sono stato sottoposte.,

Tale constatazione & vennta rafforzandosi per altre consideraziont,
illstrote con una certn profusione di esempi, in seguito ai quali s 6
stati anche indotti ad ampliave il primitivo riferimento a fimzioni.

lssenzialmente va rilevato I'ufficio di queste funzioni o3 rappre-
sentare quantitd dalle quali i dati dipendono, e la conseguente oppor-
tunita di attribuire ad un unico gruppo di dati, medie distinte per la
loro specifica relativita.

Da guesti rvilievi si & ora tratti ad ammettere che, & maggior va-
gione, una distinzione fra medie di un medesimo gruppo di dati possa.
provenire da nn semplice cambiamento nell’ordine di questi.

Che cid si vevifichl in wn numero di casi maggiore di quello che
potrebbe a tatta prima sembrave, & constatabile sotto entrambi i nostri
punii di vista.

Matematicamente la dipendenza, o meno, della media dall’ordine
dei dati si traduce nella condizione che le funzioni W e ¢ abbianc
forma asimmetrica, o simmetrica, rispetto alle loro variabili, vale a dire
ai dati. Ora & evidente che, se questi sono considerati separvatamente
dal rispettivi pesi, ogni espressione di medie ponderate & asimmetrica.
La simmetria viene bensi acquistata, generalmente, dai prodetti dei
dati per i relativi pesi. Di modo che non & necessario salire alle pit
moderne forme di medie, per incontrare casi nei quali queste passono
mutare se i dati vengonp variamente ordinati,

Si comprende che sinchd i posi esprimono i numeri di dati fra
loro uguali, 1a loro separazione da guesti non & concepibile, ma sono
pur frequenti 1 casi conereti nei quali la ponderazione & snggerita da
altri criterf. i bene spesso il valore di ogni singolo peso o determi-
nato appunto dal posto che oceupa il dato corvispondente nel grappo
- naturalmente o convenzionalmente ordinato - cui appartiene.

Una stima del risultato finale di wna classe di 80 ahmni della
nova seuola media dipende noecessariamente dalla graduale loro ripar-
tizione nelle B categorie secondo le qnali essi vengono a fine d’anmo
clagsificati, ché troppo prevedibile ed insigniﬁcante sarebbe Ja consi-
devazione della media di 6 alunni per categoria.
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Analogamente un'azienda avente gli operai suddivisi in pil cate-
gorie diversamente retribuite, ha ragioni economiche ¢ teeniche di te-
ner conto, nel formare lo medie annuali delle presenze per ategorie,
della graduatoria di queste.

[na banca che deve offettuare contemporancamente diversi paga-
ments, & ammissibile che ne caleoli nn valor medio unico, comanqgne
vengano ordinafi; ma se essi devono aveve scadenze differentl, non si
pud fare a meno del computo degli interessi; quel valor medio con-

verrd riferirlo, ad esempio, al montante dei pagamenti futhi, ¢ se vl
sard libertd di scelta, sard preferibile quell’ordine di scadenze cho dara
un montants, ¢ quindi un valer medio, minimo.

Da cid emerge come la relativith della media all’ordine dei dati
in taluni casi si rends necessaria, in altri solo opportuna, e superflua
in altri; emerge pure come la stessa relativitd acquisti maggior sig:'ni‘-
ficato o mezzo di caleolo se accoppiata a guella che assume una fun-
zione come elemento di riferimento.

D esempi

4) §i ritiene ora opportuno svolgere in pieno due casi nei guali
lo medie trigonometriche, rimaste sinova prive di sgemplificazioni, ven-
gono dedotte da riferimenti a funzioni.

Sia un sistema piano di n forze [, applicate ad un punto mate-
riale, ¢ formanti con wma diresione fissa gli angoli ;.

Tungo questa diveszione siano s gli spasi percorsi da quel punto
nei fempi #, sotto la sola azione di ogni singola forza. '

Delle diverse direzioni di queste, pud essere riguardata come media
rigpetto alla visuitante delle forzo stesse, gquella che, se fosse comuue a
queste, darebbe una componente, nella direzione del moto, nguale alla
somma delle componenti delle forze date.

Tale direzione media dovra formare con quella del movimento un

angolo o tale che sia:

M I
> fre08 2 == cos. « N
il

. : Fe I



AC'HA 119

Z/ COS. o

o=z are. cos. il

Si noti che quest’angolo va distinto da quello che doiu mina la
dirczione della risultante, ¢ che & dato da

k13
Z [icos. a,

arc, cos. =4
®

se con I si intende Vintensitd di detta risultanto, la quale & netoria-
mesnbe diversa da g

Bi pud considerare, invece, la divezione medin rispetto al lavoro
somplessivamente compiuto dal sistema di forze, Ia quale media, essendo
riferita. alla funzione degli angoli o;:

it
D [isivos. a,
i

riswta determinatse dall’

n
Z[‘,- 8 CO8, %

arc, ¢os.

Ed analogamente, rispetto alla potenza del sistema, espressa dalla
funzione
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g1 ha la median;

arc, cos

Sono quattro ecasi di media-coseno ponderata di un medesimo
gruppo di dati, dai quali sono da attendere valorl nwmeriei diversi,
perché affetti da pesi differenti.

Questaltro osempio riguarda il easo di una media-sono di una di-
stribuzione continua di dati.

Una sorgente luminosa situata ad una albezza h in un locale, ilu-
mina una striscia di larghezza [, disposta sul pavimento nella direzione
dei ragei, di lunghezza ed a distanza della sorgeute, tali che 1 rvaggl
incidenti agli estreroi della striscia siano inclinatl degli angoli o, { sul
pavimento,

Qe I & lintensity della sorgente, Yillwminazione della striscla in un
punto nel quale i raggl presentano inclinazione z, ¢ per un tratto da, &:

11 sen. @ 11 sen.® w
R e (i == ,“._ﬁﬁ_...m_.u

hy 2
(Sen. m)

Quindi Pilluminazione dell’intera striscla sara:

.

L B
[0 I B A o L s 3
5 son® ar dip = - | 008 % -— CO8. P — 7 (cos.“ o — OB, ';J)

h 3

Liinclinazione media v, alla quale la stesss striscia, disposta di
traverso, verrd in ugual misura ed uniformemente illuminata, sard tale
da ugusgliare la precedente illuminazione alla

tlson.ty
R*
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e quindi:

[

’ 1
Y = arc. som. \/cos. o 008, B 5 (cos.‘* o — cos.? ()

risultando ad una distanza dal pilede della sorgente ugnale a

53

. \/l - j COS, o - cO8. B é— (cos.3 o = 008 (—J)F ;

8 1
\/cos. o - o8, B — 5 (cos.9 o — cos.® {5)

£

Meno facilmente si possono trovare esempl di questo genere tra
1 fenomeni sociali, per la strana penuria d’impiego delle funzioni tri-
gonomefriche, che finora vi si incontra.

Riguardo ai precedenti esempi, come per altri simili appartenenii
alla Fisica, st pud obbiettare che vi prevale la risoluzione di un pro-

blema di equivalenza negli effetti prodotti da un valore unico che si
vuol sostituire ai dati, sieché Pattribuzione a questo valore del titolo
di media diviene pitt convenzionale che essenziale. Ma cid induce solo
a riconoscere lesistenza di una certa gerarchia nel diritto a quel titolo,
senza intaccare la validitd del metodo per i gradi pitt elevati, i quali
costitniscono una notevole maggioranza delle medie relative, come ap-
pare ugualmente affermabile per queste, nel vasto campo delle medie

soggettive,






