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SOPRA
UNA PROPRIETA DI LIMITE CARATTERISTICA
DELLE FUNZIONI OLOMORFE )

MARIA ZEVI

SvamanivM, — Quoad functionem f(z) complexi variabilis z, functio inter-
polaris quae a quolibet variabilium complexorum numero pendeat perpenditur,
einsque limes quinam sit, si haec variabilia ad z tendant, inquiritur; qua ratione
auctor novas functionum holomorphicarum variabilis z potationses invenit.

In una nota del Prof Prcowr, dal titolo Sul calcolo delle derivate
d’ordine superiore, in corso di stampa nel Periodico di Matematica,
sono considerate le seguenti questioni.

Detta f(#) una funzione della variabile complessa z==z + iy, defi-
nita in un campo A del pianc (%), assunti arbitrariamente n + 1 punti

2y, Byy ey Zyy, dol campo A, si ponga
f—1 7
1 2o e 5 g
. =1 ]
1z, 2, g,

=V (21,25, ) Znas)

Ay .
1 Z,H_! er 391-1-! z'n+l

F2, 20, vy Zan) V(2,20 00y Zpey) =
Lz, w2 f2)

Lz, 2™ f(z,)

1 zn+1 rae Z:::} /1<3H+1)

G:w"gzl_zl + |zzmz{ ot IZ,,_,_l-—Zi :
(*) Nota presentata '8 luglio 1941, dali’Accademico Pontificio Ugo Amaldi.
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nella nota indicate, supposto il punto z in A, si studia il limite

(1] Hm f(2,, 2,5 03 Zasy) s
L] i

o constatato che tale limite, se f(#) & olomorfa in A, riesce

f(%] 2
nl

H

senza alcun vincolo fra gli » +1 punti 2, 2,, ., Zu,, al tendere di
essi o z, si domanda: data comunque la f(2), dal)esistenza del limite [1]
detorminato e finito, per ogni punto z di A, si pud dedurre 'olomorfia
dells f(z)?

Pill in generale, dall’esistenza e finitezza dello stesso limite con
prescritti vineoli fra i punti z,, 2,, ..., 2,4,, quale classe di funzioni si
caraftorizza ¢

A tali domande & risposto nella nota indicate in due casi partico-
lari, istruttivi, ed & mostrato che:

1. - La classe delle funzioni f(2) che, considerate come funzioni di
@ e di y sono dotate in A delle derivate parziali rispetto ad @ ¢ ad y prime
e seconde finite e continue, e per le quuli esiste, determinato e finito, per
ogni punto z di A, i Limite

[2] %i}:lof(z:z‘l‘caz_o ’

essendo { variabile complessa & data dalle funzioni che possono decom-
porsi nella somma di una funzione olomorfa in z ¢ di wna funzione
lineare in ® e in y.

II. -~ La classe delle funzioni f(z) che, considerate come funzioni
di @ e di y, sono differenziabili in A, secondo Stovz, e per le quali esiste
determinato e finito, per ogni punto z di A, i limite

[8] lim f(z,2+%, 2+¢0)
>0

dove & & un fissato numero complesso diverso da zero ¢ da uno e { tende a
zero con anomalia determinata (funzione di 2), & quella delle funzioni

olomorfe in A,
Tali esempi mostrano la profonda differenza delle circostanze che
si presentano a seconds che mel tendere a z dei punti z,,2,, ..., 2.4,
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essl sl mantengano allineati con 2 o non si mantengano tali; nel
primo caso, per lo studio della questione, si ¢ dovuto ammetiere
Vesistenza del limite |2}, comunque il vettore £ tende a uero, ed
inoltre l'esistenza e la continuitd delie derivate parziali prime e se-
conde della f(z), pervenendo a caratterizzare le funzioni che possono
decomporsi nella somma di une fonzione olomorfa in A e di una
funzione lineare; nel secondo & bastato supporre la differenziability
secondo Sronz della funzione f{2) delle variabili o e ¥ e lesistenza
e finitezza, del limite 3] mantenendo (funzione di 2) immutata l'anoc-
malia del vettore infinitesimo {, ciod immutata Porientazione del trian-
golo dei punfi z,, 2,, &,, che tende a concentrarsi nel suo vertice in z,
mantensndosi omoteftico ad un friangole fisso, per dedurre che la
classe delle funzioni coincide con guella delle funzioni olomorfe in A.

Dietro consiglio del Prof. PrcoNk(*}, ho velute considerare in ge-
nerale tali circostanze, considerare cioé il limite {1} assumendo um
numero arbitrario di punti, in un primo tempo allineati con z ed in
un secondo non allineati con 2 ¢ precisamente formentl 1 vertici di
un {n+1)-gone regolare avente il centro in z.

Ed ecco a quali interessanti risultatl sono pervenuta.

.~ 86 fissino n+1 nwmerd reali £, &, ..., by, funeioni di 2 e si as-
suma un vettore infinitesimo 0. I punti z,=z+t,(, gy==2+6,{, .., 2,,,=
wm 2+, § s0n0 evidentemente allineati con z, e giacenti su uma refta
per g avente Vanomalic di {. Ebbene ¢ ha che: la classe delle fun-
zioni f(z) delle variabili @ e y, continue in A con le derivate parziali
dei primi n ordind, per le quali esiste determinato e finito {1 limite

[4] %in}) [+t 2460 2+ 8,,,0)
>

S

ove { tende a zero con n+1 assegnate anomalie, & costitwite dalle fun-
zioni che possono decomporsi nella somma di un polinomio arbitrario
di gradoe n—1 in x e in y e di una funzione di z, olomorfa in A.

Per n=1 si perviene dunque alla olomorfia della f{z) essendo
perd in tal caso sufficiente supporre la differenziabilits della funzione
secondo SToLE.

(*) Mi & grato ringraziarve pubblicamente il Prof. PicoNE per i suggerimenti
datimi nell'sspletare il presents lavoro,

‘16 Acta, vol, V.
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IY. ~ Supposto nz2 e defta ¢ una radice (n+1)-ma dell’unitd

¢
si ponga per un vettore infinitesimo {
gl zy=atel o g, w2+l

con che i punti z,, z,, .., 2,4, formano i vertici di un (n+1)-gono re-
golare avente il centro in z. Ebbene si ha che: lu classe delle funzioni
di © e di y differenziabili in A secondo Stovz per le quali, per ogni
punto z di A, esiste determinato ¢ finito i limite

{5] lim f(z-}-ﬁ}z.}.sz,”‘,z_l_snt)
90

ove { tende a zero mantenendo tmmutata la sua anomalia {funzione di 2),
¢ precisamente quella delle funzioni olomorfe in A.
Tale teorema cade in difetic per m=1, nel qual caso 1 punti

gy=2+s, ZE:Z_-C,

yvengono & trovarsi allineati con z e lesistenza e finitezza del limite {B]
caratterizza, a norma del teovema I, le funzioni olomorfe, quando {
tende a zero potendo assumere due anomalie distinte.

1. DiIM0OSTRAZIONE DEL TROREMA 1.
Per gli n + 1 punti

zr=z+8 0 zy=2+6,0 . =24,
st ha
1t o 8" flz+t, L
1 ¢ ot [z,
i - v
X 1 1 ﬁ',H,] tu+} f(d'l'tﬂ_,_l\.,)
[6] Fe 200y 2ag)) = 7 17 Y
1 t2 . t;z—-—] tzﬂ

2 i
1 t”_” tn.“ 4}
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I/ipotesi dell'esistenza e continuitd, per la f{wx,¥), delle derivate
parziali fino a quelle d’ordine « incluse, consente di scrivere, posto
{=E+dn,

Fe+t)=Ffle+b b y+ttn) =)+ Efarnl)b

+ ';;“ (Fel+ )8 + ...

1 ,
b (e ™ 8 Q)"

essendo

k3

(me + fy T’)W} = Z,‘ (?;.‘) Ek ‘nﬂhhfmhy”"‘ y

0
ove lim «({)=0.
=0
Sostituendo tali espressioni di f(z + 62) nella [6] si ha
1 AN (VL

. . tzﬂ_l wg ('C} t;z

..................

(f.&:g _}_ﬂl.n)(n) . !Ciﬂ 1 tﬂ"‘l T t:::} 0),,;+l(ﬁ) t:.”_
‘?1! ‘Cn Caz 1 $

. tlﬂ—l tlﬂ
1 tz teoawl tg”
1 fyey o O30 B
i‘C{ﬂ .
Tl secondo addendo, essendo ' di medule uno, tende a zero al

tondere a zero di {, in virth della tendenza a zero delle w,(L), mentre
il primo, assegnata al vettore { una anomslia di tangente p, ha per
limite I'espressione

fx'li + (’12) fmﬂ—qy * + ...+ (7;—1-1) f.‘n‘y"""l p“’a—l + f;ro; {J',?:
1 + (711) ?:y. Fo ( 3 )z",\,‘,--] + iﬂ.y‘ﬂ

ar—~1

(7]
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Se si richiede che tale limite riesca, per ogni punto (@, ) di A,
- determinate per nm + 1 anomalie assegnate a {, ciod per n + 1 valori
diversi di p, deve di necessitd risultare, identicamente in A

2:2 ?:ﬂ-_k

PO £ PR Lo VS ot SO [

c10d

e deve pertanto aversi
1
[8] fmm"{"fv"‘:l)(w:y) H

ove P(z,3) designa un polinomio di grado n— 2,

81 tratta ora di trovare tutte le soluzionl dell'equazione a deri-
vate parziali {8].

Osserviamo che dette f e g due soluzioni distinte, si ha

(=)= 5 (F = =0

e pertanto la f--g viesce olomorfa in A. Tutte le soluzioni della [8] si
hanno dungue aggiungendo ad una sua particolare una qualsivoglia
funzione olomorfa. Ricerchiamo allora una particolare soluzione della [8].
1 facile vedere che si pud effettivamente verificare la [8] con un po-
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linomic di grado n— 1 nel quale anzi rimangeno arbitrari » coefficienti.
Ed invero, posto

n—2

P(z,5)= 3, Pu(zy)

ove le P, (x,y) designano polinomi omogenei di grado %, se si vuole
soddisfare alla {8} con un polinomio

721
Q=2 W@y)

di gra,do n—1, ove le Q, (,y) designano polinomi omogenet di grado %,
deve aversi

DQJ&+] 1 DQ?&+1 —_ — Iy
Sk = k=D, (k=01,.,n~2)

Bastera dunque per il nostro scopo mostrare che, assegnato un

polinomio omogeneo di grado m

m

P k —k
Pla,y)e=D> paty™™

4]
esiste un polinomio omogeneco di grado m+1

m+l

Ue, )= 3 4y
0

che wverifica l'equazione

°0Q 1 2
D _T Dy —P(ﬂ"a?/)

e per il quale rimane arbitrario il coefficiente g,.
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Ora & immediato che tale equazione porta alle seguenti fra i coef-
ficienti py, e ¢

1
[2] - (k+1)Qh+1_T(m"{'l""k')qk:.pk (k:O,l,...,m)

soddisfatte le quali & soddisfatte Vequazione stessa.

Le equazioni {9] possono essere vorificate assegnando arbitrarie-
mente il coefficiente g, in seguito a che tutti gli altri riescono deter-
minati,

Se si riflette poi che, ponendo nella frazione [7] una funzione f(z)
qualsivoglia che sia la somma di una funzione olomorfain A e di un
polinomio di grado m—1, la fraziono stessa assume un valore indipen-
dente da p., il teorema I' pud ritenersi dimostrato,

2, - DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA LT,
Con la posizione fatta

zi=2+8, zy=e+el, ., 2, =2+

riesce (cfr. la nota citata del Prof Piconk)

: [+ ref(Erel) 4 e f(2 40
Flzyy 2oy oy Bney) == (m+1)¢

Posto
{=E£+1in o, + B, (B=0,1,..n)

- Pipotesi della differenziabilits secondo Swrorz per la f(a,y) ci permotte
di scrivere

fla+20) =F(2) + (b —Bun) fut (0 + B} [y + on (L]

essendo
lim w,(5)=0 .
. E=0
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Il mameratore dell’espressione f(z,,2,, ..., 2,.,) sl pud cosi serivere

2, Ot i) [l —Bun) for (mn + B D[]+ 0 Q)] =
0

7t ki3
D I XCRTIARD NS i)+
4] Q

kil i1

FA(EY BB v 1 3 s im) G
0 0

dove
lim o({)=0.
t—=0

Dobbiamo calcolare

1

i)
yk%(“h"'i?’k) ; Zk By (o + )

0 0]
Osserviamo che, per =2

" i it 3

Z (n+iBm+i Y (a+iB) =2 (q+if) == e*=0 .
2 .L “a—‘h 'TJ*k "'6"?;
e che

k2

it i
2 @iy~ 3 (m4iB)b= 3 (mf o B =n+l
0 ¢ o

Si trova quindi

7w . . n+1
%k (qh + Z{jk) o, = 5 ,
(- ' nal

%"‘(%HB")@’*:“ o5

2 iy 0O

By Zoy eny By ) ==
f(l 27 4 41) . ('R+1)tﬂ
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Se tale funzione di 7 deve aver limite determinato ¢ finito per {
infinitesimo vuol dire che il suo |prodotto per *~' deve tendere a
zero; deve cioé essere infinitesima, per { che tende a zero, la funzione

1 Em—in . w(ly |7
G Ein (fatify) + Y

T secondo addendo di fale somma & infinitesimo, laddove il primo

ha il valoye
1L .
% (fat+ 1fy)

' ; C v 11 .
se la fissata snomalia di § & == 5 ha il valore

se 1 & la tangente della fissata anomalia di %, supposta diversa da

= 1‘; Segue quindi, in A,

fusify=0

ciod la olomorfia di f(z).






