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FORMULE RISOLUTIVE
PER I PROBLEMI GENERALI SULLE
RETI DI CONDUTTORI ELETTRICI

CARLOTTA PATERNA

SvyMMARIVY, —— Inguirit Auctor in problemaie generali de computatione retis
conductorum electricorum et formulae resolutionis ostendit.

1. — Data una rete composta di un gqualungue numerc finito di
conduttori ohmici, si presenta il problema di calcolare le correnti nei
singoli lati e le differenze di potenziale fra le singole coppie di nodi,
quando la rete & sollecitata da forze elettromotrici date agent:i lungo
i lati, gquando intensitd di correnti date entrano in aleuni nodi, e
quando altri nodi sono mantenuti da sorgenti esterne a potenziali ob-
bligati. Ogni problema di guesto tipo si pud risolvere di volta in
volia, scrivendo le equazioni di Kircuumorr per ogni maglia ¢ sem-
plificando 1 calcoli, se si vuole, con la considerazione delle correnti
circolanti (metodo di MaxweLn). Partendo da questi fondamenti, in-
teressa ricavars formule generali che diano senz’altro la soluzione di
n nodi in forma algebrica.

Un primo esempio di formule di questo tipo si trova gid in
Maxwerr (1), altrl autori hanno esposto nuove formule, tra cul

J. H. Jeans (). G. Grorez (*).

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Giovanni Giorgi, nella Tor-
nata 20 febbraio 1242,

(M J. C. Maxwern, 4 treatise on Electricity and Magnetism, 2+ ed. Vol. I,
§ 280,

(%) J. H. Jeans, The mathematical Theory of electricity and magnetism,
5% od. Cambridge, 1926, Cap, IX, Art. 360 o segg.

(9 G. Gromro1, Lezioni di fisica maiematica fewute alle R, Universita di
Cagliari, Vol. I, Roma, 1826-27, Cap. V.

4  Aectn, vol. VL
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Qui ho voluto riprendere la ricerca nella forma pitt genevale. In
questa ricerca interviene una certe matrice formata dalle conduttanze
doi lati della rete. Flo trovato alcune uguaglianze e proprietd dei de-
terminanti minori di questa matrice e ne ho tratto profitto per oite-
nore nella forma pili semplice lo formule risolutive.

Confido di aver potuto dare un insieme completo di tali formule,
atto alla risoluzione csplicita dei diversi problemi tipici cui ho fatto
cenno pitt sopra. Sperc con oid che questo lavoro possa rinscire utile
agli studiosi.

9. — Sia data una qualsiasi rete di conduttori ohmici.

Indichiamo con gy la conduttanza ‘del lato che congiunge il
nodo R e il nodo S; con dy la corrente che fAuisce nel lato RS nel
verso da R verso S; con ¢ la f.e.m. impressa inserite in detto lato,
sempre in detto verso; infine sia V, il potenziale nel nodo generico R,
I, la corrente che, dall’esterno, eventualmente, affluisce al nodo B.

Valgono le relazioni:
Jus == Jon 3 Cus ™" —" G ; Tpg == — gn

Per convenzione poniamo:
n
Jes = — ZR Jus R :’: S
1

e consideriamo il determinante simmetrico:

s Giz oo Jin
T e oo oo «oveve Gan

PR R B

as Gag »overe Gan
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Questo determinante, a causa della convenzione posta, per cui
tutte le righe e tutte le colonne hanno per somms zero, & nullo;
inoltre hea la proprietd di avere tutti i minori di ordine n-— L uguali
tra loro, come si pud facilmente verificare. Tale proprietd, che credo
non sia state finora osservata, permette di semplificare le formule, in-
dicando con D, uno qualungue di tali minori, mentre con Dgs viene
indicato il determinante che si ottiene da D sopprimendo le righe e

le colonne che si incrocianc sugli elementi gup, gos

3. -~ Poste queste convenzioni, consideriamo anzitutto il caso pili
semplice in cui ai nodi della rete non arrivi alcuna corrente dall'esterno
e le f e.m. impresse siano inserite nei lati. Allora la corrente che
fluisce lungo il lato generico B S &:

(1] ing == s (Ve — Vs + €5g)
e per ogni nodo come R si ha l'equazione:
Z igg =0
8
OVVero:

[2] . Z Fns(Ve— Vit ey) =0
8

Questo sistema di equazioni & evidentemente indeterminato, quando
come incognite si vogliano riguardare i potenziali, perché questl pos-
sono venire incrementati tutti di una comune costante additive, seizsa
che vengano perturbate le condizioni della rete e senza che le equa-
zionl cessino di essere soddisfatte.

Cid & in accordo col fatto che, ordinando le equazioni e scriven-
dole come equazioni nelle incognite V,, il determinante dei coefficienti
di queste incognite, essendo il determinante D, & nullo. Tl sistema
& invece determinato se come incognite si assmmono le differenze dei
potenziali,
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Qe 7 & il numero dei nodi, di gueste differenze ve ne sono n-—1
indipendenti; le equazioni sono in NUIMEro A n, ma si vede che sono

- . n (n--1Y ..
courpatibill fra loro. Tsse conducono a determinare ie‘-»-(—ng diffe-

renze di potenziale, ¢ quindi le corrispondenti intensitd di corrente.

4. - DPer mostrare come si arriva a un risultato semplice, consi-
deriamo wna reto con n nodi e una f.e.m. impressa agente fra 1 nodi
P e Q. Le equazioni sono allora:

gu(Vi—Vs) + gie(Vz“‘“Vs) +ooot .(]m(vn"“‘vs) SR 9m(Vﬂ ~V=0
gzs(VL —Vg) + gzz(vz"vs) 4o+ o (Vs —Vg) + ot g%a(‘v.ﬂ V)= 0

s (V4 —Vg) + gre (Vo—Vg) + .t Gor{Vn V) + v F Gra (V. —V5) = Gralre

P T T T T R R R P L e I . .

gor (Vs ~Vg) + gozr (Vs -V + .

cH Y (Va—Ve) + ot Jan(Var — V) = rq Car

P T s PO I T

.(]m(vi ~Vo) + gV =Vt i+ Gun (Vp—Vg) + .o+ Gl Va —Va)=0

Abbiamo seritto cosl un sistema di 7 equazioni nelle n—1 inco-
gnite V,— Vg, Vo=V, covvny V,— Vg Risolvendo rispetto a wia
qualsiasi di queste incognite, p. es. rispetto a V,—V, e trascurando,
per simmetria, I's-sima equazione, si ha:

. 1 .
18 Vi—Vs=¢tnfra D, [D‘Eg - Dﬁ@%‘] ;

formula corrispondente alla [293] del trattato &l Juans (1), espressa
in forma lievemente diversa.

Se pot si trascura una delle due equazioni contenenti la fie.m,
ciod la P-esima o la Q-eséma, si ha:

* DEE
{ 1 VR _‘Vs = qu Grq ___]_j_m#
: Q

1y J.H, Jeans, Op. cit.
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Questa, ha, naturalmente, lo stesso valore della precedente ed &
pitt semplice, poiché sl riduce al calcolo di due determinanti invece
che ditre. Essa mette in evidenza un’altra proprietd del determinante D :
la differenza tra due minori di ordine n— 2, complementi algebyici di
due elementi appartenenti alla stessa riga o alla stessa colonna di una
medesima matrice di ordine n- 1, complemento algebrico di un ele-
mento della diagonale principale di D, & ancora un minore di ordine
n—2 di D. Anche questa proprietd permette una semplificazione delle
formule.

Al rapporto

5]

s1 pud dare il nome di fattore di trasduzione tra f e m,

Poicheé &
g (Vn —Vo) Grs

introducendo la [4} risulta:

. PL
(6] L
. epq’ ng Yre DO .

il 2° membro & quello che riceve i1 nome di ammetienza mutua dei
due lati RS, PQ, e si indica col simbolo Giy. Il nome & giustificato
dal fatto che a una f.e.mu e, inserita nel lato PQ, corrisponde nel

lato RS una corrveute
. , RS
|,7j iy = Gq €rq

e & una f e.n. inserita nel lato RS, corrisponde nel lato PQ una cor-
rente

[8] im = Ggg. €ra
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Queste formule conducono al noto teorema di reciprocita:
« L corrente che fluisce in un lato PQ, quando uva f.e.m. im-
pressa & inserita nel lato RS, & uguale alia corrente che fluisce nel

lato RS quando la stessa f e.m. & inserita nel lato PQ ».

B. ~ Ricavando invece la & d.p. e l'intensitd di corrente lungo
lo stesso lato PQ in cui agisce la f.e.m., si ha:

DY
{9] Ve — Vo= e drc .
[}
: . - DEP
{10] Tpg == €pq Pre \gm “’]311" + 1}
0
All’espressione
. ey DR L]
[11] Ged = fra |[Jre 5 * 1

si addice il nome di conduitanza; conduttanza del sistema composto
del lato PQ e del complesso della rete compresa tra i nodi P e Q.

6. - Tnterossa frequentemente determinare la conduttanza G, di
uns rete, essa sola, tra due nodi P e Q, considerati come estremi della
roto. Si ottiene questo come caso particolare del precedente quando
pq diventa infimita essendo la f e.m. applicata direttamente tra i dus
nodi. L'espressione [11] ha bisogno in tal caso di essere modificata
per eliminare gli infiniti. Piti semplicemente si pud sottrarre gi?& dalla
reciproca della precedente. T elemento gpq viene eliminato dal risultato,
il quale si pué porre sotto la forma

\ D,

[12] Gy = — —55
T Dep

purché si pongano uguali a zero tutti gli elementi di D, che conten-

gON0 Grg -
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La d.d.p. tra due nodi qualunque si ottiene, in questo caso,
dividendo, il numeratore ¢ il denominatore della [9] per g,, ¢ man-
dando al Jimite per g,,— cc.

Si perviene alla formula:

Dt

QL
D

[13] Vn "“Vs = €pg

dove non compaiono pitt gli infiniti.

7. - I caso generale di n forze elettromotrici inserite in tutti -
gl n lati, per la proprietd additiva delle d.d. p., si pud ricavare dal
caso di una sola f. e.m. impressa, sommando (’2’) termini analoghi a
a quello gia trovato:

: 1 QR} dove P=1,2,...,n—1

14 V,— V.= g € DLE _ DS Rt

l ] % & ’ZJ.I Q .D 88 Q,:;z2,3, o
P<qQ

e nel determ, Q=S

OVVero

Ik
[15] Vi—Vy= Z g gm*_D@E_ con le stesse condizioni.
PQ 0

Facendo figurare le ammettenze mutue:

i)
DIR
GRS =grofas

si ha la corrente nel lato generico RS sotto la forma:

i , 7
[16] By == Z GRS €rg+ fns frs
Pl Q
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- Congideriamo ora il caso in oui st abbia una corrente 1 che
che entu in un nodo P ed esca dal nodo Q, e nessuna f.e.m. inserita

nei lati. Avremo la formula generica:
- GI’Q (VP _VQ)

in cul la Gy, funzione delle conduttanze di tuttl i lati, rappresenta
la conduttanza complessiva della rete fra 1 nodi P e Q.
Per determinare il valore di guesta grandezza scx iviamo le equa-

zioni della rete per il caso proposto.
Essendo:

avremo:
J“_V + g“-:,VQ + e 4 gmvp + . + giQVQ 4+ e - g“;vﬂ:o
guVi + Jzzvz + ot gzpvp ot Gog Vot oo Joa Vu=0

. . PR A . P L I P

Gua Vit Gua Vo + oo b for Vo + o b Gug Vot o+ Gun Vo =0

Trascurando la Q-esima equazione ¢ risolvendo rispetto a Ve—Vg

si ha:
QQ
[17] V,—Vo=—1 W——DS”-’
. 0

T conduttanza della vete & data percid da:

D
{18] Gy == — Do (gq

formuls analoga alla [12], salvo le vestrizioni dovute al caso partico-
lare cui la }12] si riferiva.
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La corrente nel lato PQ &

DER

[19] Tpy == = Gro Lp D,

1l fattore di traduzione tra le correnti & invece

- N Dg
20 = g~
[20] T, Jrq D,

9. ~ Nel caso generale in cui a tutti i nodi arrivine delle correnti,
la d.d.p. tra due nodi qualunque si riduce a una sommatorie di
termini analoghi al 2° membro della [17]:

W DLR
[21] Vi=Ve=—3 I, L#S

La corrente che flulsce nel lato RS sard

y | L DR
[‘2‘2] tre = — fus Z Iy i)
e o

Questa, formula da la distribuzione delle correnti in ciascun lato
della rete quando siano note le conduttanze dei lati e le correnti che
arrivano a ogni nodo,

10. - Estendendo i risultati ottenuti al caso in cui f e. m. im-
presse siano inserite in tutti i lati e corremti arrivino a tutti i nodi,
si hanno per le d.d.p. & per lo correnti le formule generali ;

- Dgs ¢  DE
28] Vi— V= P,ZQgPQ, €rq D, %L L, D

i . DP,R L DL}{
[24} s = frs I;ng frg "‘Tj%g" R R ]ZL I, "‘“-DS_:“

con le condizioni gid convenute riguardo alla variazione degli indiei.
Da queste si pud poi discendere, con facili calcoli, a qualsiasi caso
particolare,





