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CONTRIBUTO ALLO STUDIO LOCALE
DELLE TRASFORMAZIONTI PUNTUALI
FRA DUE PIANI

LAURA FARINA

SYMMARIVM. - Perpenduntur punctuales transformationes inter proximas
infinitesimas regiones dworum earum punctorum correspondentinm, cuom duo vel
tres inflexionales dimensiones inter se simul incidant; hae transformationes in-
vestigantur usque ad determinationemn alicuius relationis intrinsecae localis,

PreMEssa

1. - Le trasformazioni puntuali fra due piani proiettivi sono state
studiate dal Viuna e dal Bomeran: (1) secondo differenti punti di vista.
1 noto che una trasformazione puntuale determina una proietti-
vith fra le divezioni uscenti da due punti corrispondenti O ed O ¢ che,
in generale, esistono tre direzioni per O tali che ad clementi di flesso
ad esse tangenti corrispondono elementi di flesso per O; queste dire-
zioni sono dette caratteristiche od anche inflessionali.

Il Bosrrant ed il Virra (®) hanno dimostrato che solo lungo tali di-
rezioni supposte distinte la trasformazione & approssimabile fino all’in-
torno del 2° ordine da proiettivitd, che vengono dette caraiteristiche,
mentre l'approssimazione fino all’intorno del second’ordine secondo

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Ugo Amaldi il 16 settembre
1944,

(") E. Bouriant, Sulle trasformazioni puntuali fra piani proicltivi, (« Atti
R. Acc, d'Itatia =, (6), 13, 1942, 837-B48),

(*) M. ViLa, Trasformazioni quadratiche oseulatrici ad una corrispondenza
puntuale fra piani proiefiivi («Rend. R, Acc. d'Ttalia 2, {7), 8, 1942),

4 Acta, vol. VIII,



20 PONTIFICIA ACADBMIA SCIENTIARVM

direzioni qualunque & possibile modiante trasformazioni quadratiche,
che vengono dette per gquesta loro proprieta, osculatrici: ¢ ue 81~
stono oo?. I1 BoMpranr poi, esaminando il comportamento di esse fino
allintorno del 8° ordine, ha posto in evidenza per ciageuna qualiro
direzioni d’iperosculazione, mediante le quali si riesce a dare un rife-
rimonto proiettivo intrinseco e una forma canonicea della trasformazione.

In questa Nota ci proponiamo di esporre i risultati analoghi a
quelli ricordati relativi al caso in eni le direzioni inflessionali non

sono tutte distinte.

Srupio LOCALE DELLA CORRISPONDENZA
NEL CASO DI DUE DIREZIONI INFLESSIONALL COINCIDENTY

9, — Slano

. J T = o A thgo X+ 2y XY + oy Y
[2.1]
l §=ay + b % 4 20y Yy + bes Y+
le equazioni, in coordinate non OmMOZENGe, di una trasformazione pun-
tuale fra duo piani proiettivi = e =, regolare negli intorni di due punti
corrispondenti O ed O di coordinate (001), in relazione ad un riferi-
mento in cui gli assi e le rette @=y, Z=={ sl suppONZONO COITi-
spondenti nelle proietivith subordinate dalla trasformazione fra i fasci
di centro 0, O.

Ad un T, di flesso §=m &+ [3] corrisponde un B, y==ma+{3]
pure di flesso se, o solo se,

[2.2} a02m3+(2a111'—b32)m2 '*“ (ago—"gbil)m_bzo mO

Questa equazione, supposta non identica, & lequazione deile di-
rezioni inflessionali associate ad O. Supposto che essa abbia una radice
doppis. e fatte coincidere le due rette inflessionali che le corrispondono
con y=0 o la terza con =0 risulta 6ga==0, A ==2by,bp0=0 0
le [2.1] divengono

T == o 4 Gg 2 + Bag 2y + ..

[2.3]
J=oy + gy + bee y* A e
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La proiettivith caratteristica sulla direzione inflessionale semplice ha

Vequazione § = ---mf'g!-—- . Analoga proiettivitd di equazione & == e
1——0231 1920,
o o

sussiste per la direzione inflessionale doppia. Poichd le direzioni in-
flessionali ‘relative ad un punto O di una trasformazione quadratica
sono le congiungenti O con i punti fondamentali, se esistono trasfor-
mazioni quadratiche osculatrici in O alla {rasformazione puntuale esse
non devono avere alcun punto base al di fuori delle direzioni infles-
sionali; anzi due di essi dovranno essere infinitamente vicini ad un
punto della refta inflessionale doppia =0 ed il terzo sulla direzione
inflessionale semplice @ =0, Se indichiamo con l=l—ux—uvy=0
la retta per i due punti base distinti e Z— sy =0 la tangente alle
coniche della rete omaloidica nel primo di essi, di coordinate omo-
gence {10w), tre coniche della rete sono

[2.4] ail—oyt=0, yl=0, =0

Le equazioni di una trasformazione quadratica determinata dalla
rete di coniche individuata dalle [2.4] e che approssimi la [2.3] fino
all’intorno del 1° ordine sono necessariamente del tipo:

xr = Gt.’L'(l"-—U'y)
z2=l—Bal—sy)—yyl

cioé, in coordinate non omogenee,

06 Z=oazil—(@+ P+ +y—o)yl+ (3]
- j=oyil4 @+ Qo+ @+ gi+ (8]

Affinché questa trasformazione guadratice coincida con la data
fino all'intorno del 2° ordine deve esserc

[2.7] a(u+0)=as a(v+y—ao)==2a, alv+y) =1
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Scelti w o v ad arbitrio e ricavati in conseguenza P, v, ¢ de queste
relazioni, le {2.6] sono le equazioni di una determinata trasformazione
quadratica osculatrice. Esistono quindi oo® trasformazioni quadratiche
che approssimano la data fino all'intorno del 2° ordine. Le [2.b] &'in-
vertono nelle

[ Xz XY
[2.8] y =jl—of)
1 i o= I(1—oy) +uEl + v (oY)

ove l=p&+y§+tak.

Se assumiamo come Py(100), P2(010) in 7 gli omologhi nelle
proiettivith caratteristiche dei punti P, (100), P5(010) scelti ad arbitrio
in % i ha a@p=Dbe=0. Dovrd allora essere P==—u,y==-—1%, per
cui le [2.5], [2.8) si riscrivono

& = am(l—oy)

(2.5 § = ayl

[2.8] y = §l—o3) |
Z =il —ag)+uBl+oil —of)

Notiamo che per la rete omaloidica in = & I —cf=0 la con-
giungente i due punti fondamentali, mentre I==0 & la tangente in
(20u) a tutte le coniche della rete. Poiche i punti fondamentali in =
sono S;(10%), S2(01%) ¢ la tangente in Sy incontra OS5, in T(0,1, v+0)
e in 7 gli analoghi punti sono Si(z0u), S50, 2, v + o), T(Oze) si vede
che la prolettivita caratteristica, su y=0 fa corrispondere 5; ed §1,
mentre la proiettivitd caratteristica su =0 fa corrispondere ad Sg
il punto T e a T il punto S,. Se si fissano a placere Sy, Sy resta
determinato T, quindi la configurazione analoga in T; ma con cig,
a differenza del caso gemerale, non resta determinato wn riferimento

fra 1 due piani.
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8. -~ Le [2.5] in coordinate non omogenee e fino all’intorno del
3° ordine sl scrivono

{ B=ox{(l—oy—vey?)+ (4]
[8.1]

g=oay(l+ucay) + [4]
Confrontinmo gquesta con la trasformazione date ciod con

T = GCSC(]. —cy)+a30933+3a21w2y+3a12wyﬁ+a03y3
[3.2]
g:ay +ba°ac”+3b21w2y+3b12wy"+boay3

Dove, per le [2.7], abbiamo posto —w«o al posto di 2ay.

Se si cercano le direzioni di iperosculazione, ossia le direzioni
lungo le queli le [3.1], [3.2] operanoc allo stesso modo fino all'intorno
del 3° ordine, si trova per esse l'equazione

agam*+ (3 are— bog+ 2 v0) mP+ (B ag — b+ aue)m®+ (e — by ) m — bgp=—0
Vediamo ora se esistono trasformazioni osculatrici tali che una delle
direzioni di iperosculazione sia tripla, ciod tali che Vequazione pre-

cedente sia equivalente a

(m—2Fm ) =0

Dev'essere
37\']']-’-’:— Bap —byt+ave 3)\(1_]_!}‘): Bag; — Bbig+aus
{3 3] o3 (4375
' . g 3 bay 3 by .
A (SP‘+)\):__T:_ A ymwwgom‘;-:ﬁ

Le ultime due relazioni determinano k e p. in funzione di A e B,
che sono noti non appens siano date le [3.2]. Se si elimina p fra esse
si ha per la direzione tripla I'equazione del 4° grado

[3.4] M+AX+3B =0
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Esistono quindi quattro coppie %,y del tipo cercato poichdé per
ogni radice di questa equazione si ha un valore di p.. Poichd inoltre
le [3.8] determinano w e v una volta assegnato %, © quindi wna tra-
sformazione quadratica, ‘possiamo, in relazione alla scelta di %, fissare
il riferimento nei due piani % e ©. Assumiamo in =: la congiungente
i punti fondamentali della trasformazione quadratica, determinata
dalle [3.8] in consoguenza di %, come refta impropria 2=0(u=0v=0}
e il punto unitd nel punto comune alla tangente fissp alle coniche
della rete ed alla direzione di iperosculazione tripla scelta: si ha
6=1,2=1 per cui A+3B+1=0, che esplicitamente si serive

1_3.5] g0 — Sbgy — Bb;j{) -+ Aoy == 0

Su % risulta «retta impropria» ciod Z==0, la congiungente i
punti fondamentall §;,T o si pud assumere il punto units sulla tan-
gente ¢ nella direzione di iperosculazione triple anch’essa rappresentate
de %—1 con che x=q ¢ quindi a==l. Assieme alia 13.5] tenendo

by . . . . .
‘presente che p=-——- sl Servono dopo cid lo seguenti relaziomi

o3
fra i coefficienti della trasformazione

— b3g+ By~ bos+Bagg =0
[3.6]

— gy b —bat ap=0

Agsegnati ad arbitrio aso, G, des, @os, bao le [8.8}, (3.6} determinano
big, bar, boa. Abbiamo cosl cinque invarianti del 3° ordine ¢ la forms

canonica

Fe=w(l—y) +@pa’ + Ban *y + Baxy’ +apy® +[4]
[3.7) §j= y +bga® + {as—Bbao+ dog) X Y +
+8 (1)30*— Cog + ﬁrzi) .’By‘z-i- (3 o3 + Bd9— b{j[_)) y3+ [4.]

per le equazioni della trasformaszione.
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SiaNIFICATO GEOMETRICO DEGLI INVARIANTI

4. - Vogliamo ora costruire geometricamente un sistems di in-
variantl equivalenti ai cingque frovati ¢ dare quindi mediante essi un
significato geometrico ai cingue coefficienti relativi al 8° ordine. Si ri-

cavano subito ag, b come invarianti di contatto fra gli By &=-—agy?,
y=-—byx® comispondenti ad F=0, F=0 con @=—p° yo==—a?
rispettivamente (si noti che w==-—p3 y=-a® hanno, rispetto al
fissato riferimento, un ben preciso significato geometrico). Osserviamo
che — z% si presenta anche nel birapporto relative alle direzioni

inflessionali ¢ a quelle di iperosculazione per %=1, Niente di nuovo
si ricava dall’osame di altre direzioni di iperosculazione velative alle [8.4]
e da trasformati di elementi ;. Per determinare as; osserviamo che

( ,m"m_—l—) & la posizione limite =0 su @ =0 dell'intersezione di z=0

e della direziono inflessionale associate ad un punto P ed avente z==0
come posizione limite quando P tende ad O su di una curva tangente
ad y=0 (le intersezioni rimanenti delle direzioni inflessionali in P
sia su =0 che su y=0 lLanno per limite G).

Un procedimento analogo a quello seguito dal Bomprant (loc. cit.
pag. 847-848) permotte di ricavare il significato geometrico di ag, as.
Ticco come si procede. Proiettiamo su y=0 l'elemonto y == — by °
corrispondente ad §=1[4] da un punto di z=0. Si ha la corrispondenza.

"=+ [4] fra le ascisse @ dei punti dell’elemento e quelle 2’ delle proie-
zioni dei medesimi. Per la corrispondenza (3.7] & pol @=x+agz®+[4]
o 1l prodotto delle due-corrispondenze, posto x al posto di «', & ap-
prossimate fino al 3° ordine da

[4;1} apxa’+ax—T=0
che rappresenta una proiottivita fra i punti di 7=0 o le coppie di

un’involuzione su y=0. Alla coppia passante per m==1 corrisponde

1
rapporto in relazione ai punti (001), (100), (101},

in F==0 il punto (——_1—%,0) che permette di ricavarc agp come bi-



96 . 0L U PONTIFIOIA ACADIMIA SCTENTIARVM

'Se si considers il trasformato doll'elemento Z==[4] e si procede
in modo analogo si ottiene una corrispondenza analoga alla {4.1] fra i
punti di y=0, =0 e si ricava quindi @;3. Dopo ¢id i cinque coeffi-
cienti della trasformazione [8.7] sono tutti geometricamente nol.

I CAS(C DELLE TRE DIREZIONI INFLESSIONALL COINCIDENTI

_ 5. - Riprendiamo le equazioni {1.1] della trasformazione puntuale
e l'equazione [1.2] delle direzioni inflessionali. Le equazioni [1.1] di-

VONgono

[5 1] Em0(35+241133y+a02y2+(?3(xy)+[4]
J==ay+2any®+ $a(xy) -+ [4]

quando ¢i si ponga nell'ipotesi che le direzioni inflessionali per O
siano tutte coincidenti nella y==0 ¢ si assumano corrispondenti nella
P . - ox .
prolettivita caratteristica |&— — che sussiste tuttora per la
20
1o
o

direzione inflessionale tripla, i punti P;{100}, P;{100).

In questo caso una trasformazione quadratica oséulatrice dovra
essero determinata da una rete di coniche aventi a comune un Ey con
centro sulla retta inflessionale tripla y=0, giacché non deve esserci
aleun punto fondamentale al di fuori della retta stessa.

T.a rete di coniche definita dalle

(ze—tzvy)+ oyt =0, z—uz—20y)y=0, F—ue—ovyP?=0

ha appunto un I, base, di centro (10%) ¢ con tangente z--ux—vy=0
definito da p. La trasformazione quadratica osculatrice determinate
da questa rete se coincide con la data flno all'intorno del 1° ordine
ha le equazioni

x

f

ay(z—ux—vy)x+ py*}
(52} §=a (g~ uz—ovy)y

I

[y

(2 — ww — vyl B} (o —wm — w) 2+ py*+y (e war— )y
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le quali, in coordinate non omogenee e fino all’intorno del 3¢ ordine,
posto per brevith A=wa + vy, B=pa +yy, si scrivono

55 {cﬁm;mw<AWB>w+'pyﬂ+(A_B>‘3w+p(ﬁA—2B+~ry>yﬂs+[4:1
J.
J=aiy—(A—~B)y+A—BPy—oBy*+[4]

Perché questa trasformazione quadratica coincide con la data fino
al 2° ordine ineluso occorre e basta che sia P==1, “(v—y)=2ay,
xp==ag. Si hanno quindi oo trasformazioni quadratiche osculatriei.
Le [6.3] si riscrivono ora
T==oja+@—y)ay+ oy + (@ — 1) 0y’ + o2 — )5 + 4]

[5.4] {
g=oly + @1y +[(v—7)* —pu]y*} + [4]

6. - Le direzioni di iperosculazione per questa trasformazione
alla [6.1] hanno Peguazione

(a0 — (20— )] -+ [Batsg — boy — p ] m® +

- [3(121 -— 83)13} m? 4 [d30 — gbgl] M — Dyp== 0

Vediamo se, come nel caso precedente si possono far coincidere
tre direzioni d’iperosculazione. Scritte lo analoghe delle [3.3] si ottiens
l'equazione di 2° grado

: 161] ((Zgl e blg) g (3])21 e agg) A= 21},}0

analoga alla [3.4]. Si hanno ciod due trasformazioni guadratiche
osculatrici con una retta d'iperosculazione tripla ed una semplice.
In relazione ad una di esse, presa la retta tripla eome asse @ ==0
e la semplice come retta =y e inoltre: la tangente al suo By base
come retta 2=0 (u=v==0), si hanno per i coefiicienti le condizioni

(6.2] bio=an, an—38ly—Dbyp=0, Bap=0by, xagp==2ay

Con cid le [B.2} divengono

& == oes - aop gt

e
|

= AYr

6.3]

N

=2 agyz
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Completiamo il- 11fer1mento nel. pmno w plendendo come punto
unitd Vintersezione di x==y o dolla. .conica axz4+ any’=0 corri-
spondente ad &=0 ossia appartencnte alla rete omaloidica e tangente
ad @=x0 (o= amp). .

Su = prendiamo l'asse 7=~0 in modo che la conica 22— apyz==0
corrispondente in = siriduca a 2° =0 (agg==0) o i1 punto unitd su =0
nel corrispondente del punto unitd (111) su =, nella. trasformazione
quadratics (#==1). Cosl complotati i riferimenti nei due piani si ha
per la trasformazione puntusle la forma canonica

T=a —y® + g0 &® + Batoy X* Y + Baspw y* + [4]
[6.4]
F==  y +(@s—Bba)a&® + by a®y 4 Bam xy* + Barey® + (4]
e 1 quattro coofficienti ago, @21, a1z, by sono 1 suoi invarianti proiettivi
fino al 8° ordine incluso.

SIGNIFICATO GEOMRETRICO DEGLI INVARIANTI

Costruiamo ora, come sl n. 4, un sistema di invarianti equivalent
ai quattro trovati. La considerazione di elementi trasformati di ele-
menti differenziali noti permette solo di determinave ag— b come
invariante di contatto di §= {az — 3ba1) @, omologo nelle [6.4] di y==0,
con J== 3 © by come funzione dellinvariante relativo a &==# + 3by >,
corrispondente di x=y+3* insieme a F=F+ 7" Per gh invarianti
rimanenti procediamo come al n. 4. All'elemento &==[4] corrisponde,
per le [6.4] I'E; we==y®+[4] che, proiettato da (010) su «=0, da
Inogo sillq corrispondenze y =y + [4]. Il prodotto di essa e dell'altra
§=y+Bawy*+ (4], determinate dalle [6.4] d& origine ad una corri-
spondenza fra gli assi ¢==0, #=0 approssimata fino al 8° ordine dalla

[7.1] Baniy'+y—§=0

analoga della [4.1]: per essa valgono considerazioni analoghe a quelle
gi4 fatte. Per ricavare infine un invaviante che permetta di determinare
@z si consideri Pelemento o ==y +[4] e la corrispondenza §==y + (430 +
+ Bag +Baw) ¥° +[4] che viene in conseguenza determinate dalle [6.4} ece,






