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CARATTERI GIROSCOPICI
'DERIVANTI DA VALORI INIZIALI
SUFFICIENTEMENTE GRANDI
DELLE VELOCITA IGNORABILI®

PIETRO TEOYILATO

SvMMARIVM., — Auctor demonstrat systemati conservativo, in quo parametra
exstent quae ignorari possint, posse conferri opportune selectis originariis condi-
cionibus, motuin gyroseepicum, seilicot in quo coordinatae apparentes parvae sint.

§ 1. EnunciazIoNE DELL’'ARGOMENTO. — Nella nota (*) che ha pre-
ceduto la presente, ho premesso aleune considerazioni analitiche ne-
cessarie all’esame rigoroso di un problema meccanico da me trattato
qualche tempo addietro (*) e che ora mi sono proposto di riprendere
por fondare quei risultati, che gia trovai, sopra basi pilt sicure, e nel
contempo per completarli.

Il problema riguarda i sistemi meccanici ad N gradi di liberts,
nei quali figurano a coordinate ignorabili g, g, ... ¢, ed y coordinate
appariscenti Q; Qp ... Qy; (@ + y = N). Dimostrerd anzitutto che esistono
@y ==n particolari funzioni T, (m=1, .. y; »==1,... 2) dipendenti sol-
tanto dalle coordinate appariscenti Q e loro derivate temporali Q' (que-
ste ultime contenute linearmente) le quali, previa opportuna scelta delle

(*) Nota presentata dall’Accademico Pontifisio Giuseppe Armeilini i1 15 fab-
braio 1945,

(1) P. TmoriraTo, Sopra aleuns sistemi differensiali a soluzioni sensibilmente
costanti, «Acta s, Pontificia Academin Scientisrum, Vol VIII, n. 14,

(*) P. TmorirATo, Sopra i wincoli indotti e autoindotti, «Rendiconti del
Seminario della Universith di Cagliavi», Note da I a IV, 1039,

19 Adcte, vol. VIIL
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condizioni iniziali (tra Valtro assunzione di velocitd ignorabili sufficiente-
mente grandi) si conserveno in valore assoluto convenientemente piccole.
T poichd la linearitd delle I, rispetto alle velocitd, Q' permette in
generale di esprimere le Q in funzione lineare delle F, si ha per con-
seguenza agio di concludere che anche Je Q' si possono conservare in
valore assoluto convenientemente piccole.

Ma la piccolezza delle velocitd appariscenti & appunto una condi-
zione che conferisce al movimento un carattere giroscopico, e noi ve-
rificheremo come esempio allg fine di questa nota, Vattnarsi della condi-
zione nel caso di un girostato armato di pitt giroscopi.

§ 2. EQUAZIONI DEL PROBLEMA B LORO PARTICOLARITA, — Sia T la
forza viva del sistema, la quale si esprimera per mezzo delle coordi-
nate ignorvabili e appariscenti nel modo seguente:

1 . , ,
T = "2" 2 {19 g,r ers i 2 bvs er Q s + z G“ Ql’l‘ Q! $
T8 kil 8

con a, b, ¢ funzioni delle sole Q. Le equazioni lagrangiane nelle g for-
niranno subito gli integrali primi:

1] : %_ =k, (r=1, ... ®), (k, y. costanti)

dove, essendo il primo membro lineare mnelle ¢, Q) la costante posi-
tiva & (tenute ferme le v,) risulterd tanto maggiore quanto pilt gr&ndl
inizialmente saranno scelte le velocitd ignorabili.

Lreliminazione delle coordinate ignorabili a mezzo delle {1} dalle
restanti equazioni lagrangiane, che sono quelle relative alle coordinate
“appariscenti @, conduce ad un sistema di y equazioni (*) del tipo:
IQ] g{ DQQT"’;: aDQ'Em DQ.M +k 2 1’9‘ me Dg (Mm]., '“y)
dove: i

1°y T & indipendente d&lle costanti %y, ed & funzione quadra-
tica delle @':
— 3o Q- 5 3(3 0.0 (5 0 @) B

vr

(%) Lord Kmvuvin, Treatise of Natural Philosophy. I, peg. 322 e sa;g;.
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avendo indicato con B,, gli clementi della matrice inversa della ma-
trice ||b,|| formata con i coefficienti b, che figurano nell’espressione
di T sopra indicate. Evidentemente la matrice:

& simmetrice

o el

a Q,m a Qr??b

esgendo T quadratica nelle Q.
9°) A & funwione quadratica delle ky,, con coefficienti dipen-
denti dalle sole Q e non dalle Q':

A= —é—— 3 By, v.B..

3°) Le 1,,,, in conformita di quanto si & specificato nel paragrafo
precedente, sono date da: '

4] Fpom= S Dye @
&=l

con le I, espresse da:

oM, oM,

[6] Dus= L TN

o lo M,, funzioni delle sole @, le quali si esprimono facilmente per
mezzo dei coefficienti delle velocitd nell’espressions della forza viva T:

M= % @ Bua,
Dalle [b] segue che, per un fissato valore di #, le D,,, formano
una matrice quadrata:

[6] - 1D ysllrissey  emisimmetrice

Le [2] si scrivono:

y »®q - o o 2(U—A)
[7] 2 OQ.’m“wa“?:"" Qu T k ?z f?' I‘m:- + an + ) Q:m 1

gzl

*19  Adeta, vol, VIIL.
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dove il termine in parentesi quadra & la somma di due addendi, I'uno
omogeneo di secondo grado melle @, a coefficienti funzioni delle Q,
Paltro funzione delle sole Q, indipendente dalle Q.

Gteneralmente dalle [4] si potranno ricavare le Q in funzione li-
neare delle F, ed allora il termine in parentesi quadra delle [17] risul-
terd espresso per mezzo delle Q e delle ' soltanto e conterrd le F uni-
camente al secondo grado.

Indichiamo poi con ||, !l la matrice inverss delle [3]. A causa
della simmetria della [3], risulterd:

- [8] ' |yl  simmetrica .

Si derivino ora le [4] rispetto al tempo e dai risultati si eliminino
le Q" & mezzo delle {7]. 8i ottiene il sistema differenziale:

dF”’H" _— z
(9] 5= qumiTq

i M

1Dnu-s aps + wa

M=

B
vq
i

k3

r

dove:

@) le H,,, & causs dell’osservazione fatta circa il termine in pa-
rentest quadra delle [7] sono funzioni delle Q e delle ¥ soltanto e
contengono le F' esclusivamente al secondo grado, per modo che si ha:

[10] H"lrm [sm," + mﬂi?'
[11] Opar m{ z'g 4 Lanr iy tade e FI: iy FJ:J:
DU—A) _ < O(U—4A)

[12] Bor= ?D,,m ?;_ Qep 5, = ;2)' q, (? Gop Diys)
essendo le «, B funzioni delle sole Q.

b) Tutte le funzioni delle sole @ che figurano nelle [9], per ipo-
tesi (del resto rispondente ai casi fisici) gono limitate; inoltre hanno
derivate limitate rispetto alle coordinaté Q, cosicché: se non conten-
gono esplicitamente il tempo, soddisfano alla condizione del LapscHirz,
.quando, come immaginiamo, le velocitd appariscenti siano anch’esse
limitate.

¢) Si ha poi:

0 dFﬂw 3 . .
,,%. oF,. (“H{;“’) =k 2 e 2 Do e 0,

ks ms




ACTA 161

espressione nulla in virth della [6] e [8); talehs, se mancassero i ter-
mini @,,, i sistema lineare nelle T, apparterrebbe alla classe dei si-
gtemi del LiouviLLE,

§ 3. UovAL RANGO DI DUE MATRICL - Si indichi con A, ,, Vespres-
sione:

[18] Amr, pg qu % Dmra aap
(myp==1,..y; rg=1..)
avremo dalle [13]:

1 2(U-—A
[14] gmr = m";‘ g Am", peld m%.‘é':‘)*

e contemporaneamente, in luogo delle [9]:

ar,,. :
"_&‘tﬁ“' = Anw, i1 Fii + Amr, 21 in +..F Amr,y!. Fy& +
[16] b o +

t
+ Anw, iz F.‘.:G + Amr, 2 Fﬂm el th o Amr,ym Fy:\s + er + e

dove, per la definizione [18]:

[16] Amr, PIL! Amr,pzy Amr, pi

non differiscono fra loro che per il fattore y, (¢=1, ... #).

Ma allora i coefficienti delle Ty, ove queste figurano a primo grado
(esclusi dunque i termini che costituiscono e,,) formano una matrice
quadrata di ordine xy=n

ik | Aol

il cul determinante & nulle, perché le colonne (individuate dalla coppia
diindici p, g¢) sono ad « ad & ugunali fra loro, a meno di un fattore %y,
comune & tutti i termini di ciascuna colonna,
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Formiamoci ora una matrice reffangolare

(18] | Bynr, |

ottenuta con l'aggiungere alle 7 colonne della [17] un'ultima colonna
formata con le P, ordinatamente. Quest'ultima colonna, come mo-
strano le [14] & una combinazione lineare delle colonne della [17] e
pertanto le due matrici [17] e [18] avranno lo stesso rango.

§ 4. PROPRIETA DI ALCUNE sosTITUZIONL — Una sostituzione R rap-
presentate da une matrice emisimmetrica & una rofazione e mediante
une sostituzione ortogonale T qualsiesi, si mute ancora in una rota-
zione R'; per cul scriveremo:

[19] R=TRT- =3, (con = —3,)

Una sostituzione K rappresentate da una matrice simmetrica ¢ una
deformazione pura e mediante una sostituzione ortogonale T si tra-
gforma ancora in una deformazions pura. Perd, se la sostituzione S sl
sceglie opportunamente, allors K si muta in una K’ date dalla matrice:

1 %,
by

[20] K'=TRKT! =
'k

H

dove sono nulli tutti gli elementi non appartenenti alle diagonale prin-
cipale. .
Cid premesso, consideriamo il prodotto P di sostituzioni geguenti :

[21] P=R-K,

ciod il prodotto di une rotazione per una deformazione pura. Prove-
remo che lequazione secolare relativa & P ammette radici nulle op-
pure immaginarie pure (2 & 2 coniugate).
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 Infatii, considerando la trasformeziono di P mediante T, ciod P,
avremo per la [21]:

[22] PraTPT=TREKT = (TRT*)}{(TKT ") =R'K'
e quindi, a causa di [19] e [20]:
[238] Pra= |18,k

Ma allora, ricordando che 8, = - 8§, come & espresso nella [19],
la matrice seguente:

[24] Re= |3, VET

rappresenterd una rotazione, Di questa ultima procurimmoci la trasfor-
mate a mezzo della deformazione pura:

Vi
[26] Cus " :

VE

dove sono sottintesi tutti zeri al posto degli elementi non apparte-
nenti alla diagonale principale. Dal confronto di [23], [24] e [28], ri-
sulte subito che:

[26) P'=CRC-*.

A questo punto bisogne ricordare che una sostituzione ammette
la stessa equazione secolare di una gualsiasi sua trasformata; quindi
per la [22], P' he la stessa trasformata di P, e per la {26] la stesse di £,

Ne consegue che P ha la stessa equazipne secolare che compete
alla rotazione R, e poichd l'squazione secolare di une rotazione pos-
siede solo radici nulle oppure immaginarie pure (2 a 2 coningate) al-
trettanto dovra dirsi della equazione di P, come volevamo dimostrare.
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& b. 1 EQUAZIONE SECOLARE DRLLE F,. — Per semplicitd attribui-
remo alle I, un solo indice e cosl alle o,,, §,,; mentre attribuiremo
due indici alle A,, ,.; e cid faremo ordinando le coppie (mr), (pg)
nel modo seguente:

alla coppia (mr) corrisponde lindice i=(r—1)y+m
» » (pg) . » »  J=@—Dytp
(myp=1,..9; ng=1,..2)

e cosl porremo:
[27] } Amr, ng = k Yq -Aij ' Fmr= Fz‘ 3 Gl O3 pmr == Ba‘ .
Introducendo allora il tempo fiftizio © dato da:

v =kt

e tenendo conto delle [16] o delle [27}, scriveremo le {15] nella forma
geguente

[28] o S +

1 1
+ Yo hit Fytaoty e+ Yo Mg Fyamnyen+ oo+ Yo Ay Ko+ % fi+ W O

Con i coefficienti v, A, che figurano nelle [28] formiamo V'equa-
zlone secolare seguente:

129]
Yiha—u% Yihip NP PR VERRONL % VIR T hig oo Yoo Aay

17 he Yihog™ % e Yooy  Yohot o Today eovevvenen Yo Mot oo Y Py
L Y1 hap Ti ray Yz)\m OV % VNS Yo Rt oo Yo Py — U

Nella matrice ora scritta, di ordine n =y, figurano ® gruppi,
ciaseuno di y colonne (un gruppo per ogni graffa orizzontale) tali che
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le A, di un gruppo sono ordinatemente eguali alle 3, di un altro
gruppo e lindice ¢ dei fattori y di ciascun gruppo & identico per tutti
gli elementi del gruppo. Ora, alla (y+ 1)™* colonna si sostituisca la
differenza fra la medesima moltiplicata per y; e la 1% moltiplicata per
Te- Alla (y+2)™ si sostituisca la medesima moltiplicate per y; e la
seconda moltiplicata per y,; o cosi via; alla (gy + s)"* colonna si so-
stituisea la differenze fra la medesima moltiplicats per y,., e la
{(g — L)y + s]™* moltiplicata per v,. Avremo un’equazione equivalente
alla [29] che scriveremo simbolicamente :

]GE:O

dove ¢ & una matrice quadrats di ordine n ==y,
Nella matrice ¢ operiamo sostituendo, al posto della A" linea
(h < ), la combinazione lineare delle linee:

ey (y+Ryme, (Qy+ kY™, ... [(o6 — 1)y + 2]™,
con i rispettivi coefficienti y, y; ..y, Avremo una nuova equazione:
|B|=0

dove T & sempre una matrice guadrata di ordine == zy, nella quale
perd sono nulli i termini apperfenenti contemporaneamente alle prime
y linee ed alle ultime (7 -—y) colonne; per cui sviluppando secondo
la regola di LaPLacCE, ciodé secondo i minori della matrice rettangolare
formata dalle prime y linee, si ottiene:

130]

qul(qwnyu,i'“d 2V Ma-tigare e 2 Yo Me-tivrt,y

2 Yo Mg-trwan 1 ZHa Ma—tigrn e e 2 Yq Ma-tiyse,y w0
2 Yty 2V e 2Vehwy U

dove le sommatorie sono rispeito all'indice ¢ che va da 1 ad w.
Indicando con P la matrice che si oftiene dalla {80] quando si
omette il termine w, dovunque esso compare, potremo scrivers, tenute
presenti le [27]:
Pe=|Puni sy
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dove:

1
Puv'"‘“ qu)‘(qmnym,v = Equm—nwu, (g~L)y+v ™ 7 T 2 Tunq,vq

perché le % della colonna s in [29] sono le stesse che nella colonna
(s + 7)™ Si ha anche:

'%ave % YeDPuge -

& =

1
[31] Puy = s gTq %Duq@ Qg = -
Ma allora si riconosco in base alla [31] che la matrice P = |[P,,|]
& il prodotto di due altre matrici R e K date rispettivamente da:

R=|iR,||, dove R.,=3y,D,, (rys=1,..%)
g
K=lla.l;

ciod P & il prodotto di una rotazione (perchd tale & R a causa della {6))
per una deformazione pura K (tale in virti della [8)). Quindi l'equa-
zione secolare di P, che & poi la {80], tennto presente il risultato del
paragrafo precedente, ammette y (z— 1) radiel nulle (pit ancora un'’altra
se y & dispari) e poi le altre radici immaginarie pure (2 a 2 coniugate).

§ 6, UxN sSI8TEMA DIFFERENZIALE AUSILIARIO, — Accanto al sistema
[28] consideriamo il sistema ausiliario:

ar’ no 0 o
""&“t"'-" = "{1 l,“ I( i + Ti )\{2 FQ R Ti }\1'3# Fy +

[32] e e +
1
+ Y by F?y—-l):uM +Ya Mz F?y—l)mﬂ At Y by RO, + % B

che differisce dal sistema [28] per Vomissione proprio di quei ter-
P | .
mini = o che contengono le F; a secondo grado. Ora questo sistema
[82], lineare nelle F* soddisfa a tutte le condizioni cui soddisfano i si-
stemi lineari studiati nella nota precedente (*) e ciod:
1°) 11 sistems [32] appartiene alla classe di quelli del Liouvirie
in base all’osservazione fafta in fine del §2).

(") Cfr. P. T'moriravo, Sopra alcunt sistemi differenziali a soluzioni sensibil-
mente costanti, < Acta», Vol. VIII, n, 14, 1944,
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2°) La matrice quadrate formata con i coefficienti delle F, nei
secondi membri della [32], ciod la matrice [17], ha lo stesso rango
della matrice rettangolare [18], ottenuta con Vaggiungere alle colonne
della prime matrice la colonna delle 8.

3% L’equazione secolare delle [32] non & altro che la {80] e por-
tanto ammette soltanto radici nulle oppure immaginarie pure (2 a 2
coniugate),

49 T coefficienti suddetti soddisfano alla condizione del LapscmirTz
in base alle ipotesi significate al § 2 b); per cul potremo sgerivere :

hos®) =N )] > M1, = M LT

e rifenere percidé che, almeno per una durate:
[88] |v—= | < Vk

con k grande a piacere, la variabilith di A, (e cosi dicasi per B,) sia
lentissima rispetto al tempo fttizio v. I assunzione di & molto grande
si ottiene, come si & detio a proposito delle {1}, prendendo gmndl va-
lori iniziali delle velocitd ignorabili.
In base alle circostanze ora riscontrate, sono dunque applicabili al
sistema, [32] i risultati della nota precedente e si potrd concludere che:
a)y Sotto la condizione [33] si pud scrivere per le T® del si-
stema [32] ¢ per le F; del sistema [28)], rispettivamente (*):

[34] Fo=B,+ S H,d'"
g=m+l
[34bis] P*“PO“L?E,,EJGW S g,

%o

dove B, H, Gy, sono note funzioni delle %, P,; m & il numero delle
radici nulle dell’equazione secolare ed u, & una generica radice non
nulla. Come si vede, le T, s riducono alle Fp per T==1,.

b) Tutte le ' sono limitate e, nel caso che l'equazione seco-
lare abbia due sole radici (m =n - 2) non nulle e quindi immaginarie

(4} Cfr, Nota ultimamente citata; formole {24] e [26].
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pure coniugate, le F® si possono conservare futte, per un tempo in-
definito, prossime gnanto si vuole ai valorl assunti inizialmente, previa
opportuna scelta delle condizioni iniziali od in particolare del para-
metro k.

§ 7. Srupro prL sisTEMA [28]. - Pongasi:

T

(36] VO )= 3 G TS anafufud
o, =
L3

dove le G,y sono le stesse cho figurano nelle [84bis} e le ay, non
sono altro che le « a sel indici che figurano nelle [11}; sicchdé la som-

matoria che & sotto il vineolo integrale non & altro che c¢id che di-
venta @, della [11] quando al posto delle I si sostituiscano le fun-

zionl f.
Sia poi I, un numero positivo che superi tutti i moduli seguenti:
[86] [Gogl, 1FL), [am] < T
e sia;
[87] Z =3 |Gyl [tanl

e z il numero dei termini che figurano nella sommatoria [856]; avremo:
(38] Z < zL?
Formiamo poi la scala ricorrente seguente:
(89] P e T 0 4 _%; Y (T, =t T, m 1y
(m=1,2,..00)

e cominciamo ad assumere A=0, il che significa assumere nella [36]
T, come limite inferiore della integrazione [86]. A norma delle {36]
[87] [88], avremo da [39] e [85]:

|y — B0 < %zL*(T— )

essendo #, un esponente immaginario puro.




ACTA - 169

Posto allora:

1 1
[40] "’ gL (v —7y) e 5Y
risultera:
[41] [Tt — FO < “é“ Ly < Ly

e pertanto (cfy. [36]):
{41 bis) [T < L(l+y)

Dglla. [39] o [85] segue allora:
T ¥
F(?) F(O) 1 L4 1 2 L % L 2 3
(5 - FO < pelf | (gl dr= 35 [ (L+y)dy < 5 (y+3°+5°)
Tp 4]

Ora, quando si assuma % sufficientemente grande e si tenga pre-
sente lo [38], dalla [40} s1 deduce che.certamente si pud ritenere:

1
[42] y<F

per cui, come gid nella [41]:

[ — T« _]; i%; <Ly ;

e quindi analogamente come per la {41 bis]:
[43} [Feé < L(l+y)

Ma sliora, sempre per la [39] o [8B]:

‘7
[F3 — | « %3L4’[(1+y)"‘d¢'4< Ly
T
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e percid anche |F?| <L (1+y) ed in generale:

(4] B| < Lt g) <o L
D’altra parte, posto:

‘ Ah(m) — Fh(m) . F;,‘(m““ ,

s1 ha:
T

A, = 7];_ 2 Gy TS @ (8, R T 4 A ) iy
To
o per la [44]:
T Y
() 3 i 3 (=1} (1) 31 (m—1) (rr—1)
80 < 5 2T [, ) dey < 5 (8,044,000 | dy
To ‘0

Ora, o norma della [41], tutte le A, sono maggiorate da Ly e
quindi da L; pertanto, se si considera la scala ricorrente:

¥
D""’:%f Don=y gy
0

ove st parte da D™ =T, st avrd che tutti 1 moduli |4,%|, qualunque

sia %, saranno maggiorati da:

(3 w1
59)
D( ’=WL>

e in consegunenza:

D(m+i}+D(m+2) + o<

f

Ma poichs il secondo membro di quest’nltima disnguaglianza tende
& svanire, col crescere indefinito di s, esisterd il limite: ’

L= lim ™

M0
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o questo limite, evidentemente soddisferd 'equazione generica:
45 ot o L, L
[ ] Ly=F; +"j‘c“‘l"i (L, L)

ciod alla stessa equazione [34 bis] cui, per la [38], soddisfa la F; ed
inoltre &i riduce & F® per 7=, Dunque le F; esistono ¢ sono date
dalle L. _

La [45] si presta a valutare la differenze I,-- F¢®. Infatti la [46}
tenute presente la [80] e la [44], diventa:

[46] {F, - F‘0§<?EL4VI.:~_W (per st =7+ V)

con evidente significato di L.

Ma le stime dell’approssimazione di F; ad F nell'intervallo ac-
cennato & suscettibile di affinamento. I si pué assumere inizialmente
piccola quanto si vuole, e d’altra parte, come abbiamo veduto nella
“nots preocedente, si pud mantenere vicina guanto &i vuole al suo valore
iniziale, indipendentemente dal vaelore & e per un tempo grande a
piacers, purché % sia abbastanze grande.

 Percid potremo sempre supporre che in qualunque istante sia:

[47] |F?| <€, con ¢ compreso fra 751? ed &
Da [46] o [47] segue:
[P = | P2+ (B FO)] <24 L-* f}k
ed allora dalla [45] seguird (sempre a norme della [35]):
~FO| < 52 Lz(l/ )V“ Le

con evidente significato di L. Segue da quest'ultime e dalla [47] e [46] 3

L, 1

[48] By = | B+ (B —F )| “Hk"l < - =
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per cui, sostituendo nella [45] risulterd finalmente:

| Fyer Fi]<——zL2( ) VE- 2

con evidente significato di L. Questo & il massimo affinamento che
.81 poteva raggiungere nélla valutazione di |F,— F?|.

D’altra parte le funzioni e, G4, congervano per ipotesi le pro-
prietd utilizzate finora, per un tempo qualsiasi.

Possiamo allora iterare il ragionamento partendo da T, anzichd
da 74, mediante il procedimento ricorrente indicato dalle [39], ove
perd adesso si assuma % =1, perché si parte da 7,, e ricaveremo lo
F; soddisfacenti al sistema [28] e tali che per v =7, si riducono ai va-
lori (Fuwr, i quali siamo testé pervenuti partendo da r,. Per la du-
rate |7 — v, |<<V'E, o ciod fino allistante t,=rv,+ 'k, le F;, trovate
In questo secondo intervallo, si manterranno prossime ai rispettivi va~
lori injziali (Fee, E cosi via, iterando per le durate v, —v,= V%, ece.

La funzione F; cost trovate e la corrispondente F?, coincidenti
per T=7,, in seguito al procedimento adottato nel 1° tratto (v, 7,)
differiranno in v, al piti per L,: }F%*; in seguito al procedimento del
2 tratto (v,, 7) differiranno in 7, al pitt del doppio, e cosl in 7y per
il triplo, ecc. Insomma solo dopo un tempo fittizio v — v, =k ciod
un tempo reale ¢ —t, =% (molto grande) la differenza tra F; ed F? sard
al pitt (Lg: VB k?=Ly/V'% (e quindi piceola). Ma i valori ¥ soddi-
sfanc alla [47] per un tempo indefinito e percid sard:

Lig
Byl <ot
V'E
Dungue le F; si conserveranno anch’esse come le F? prossime al
loro (piccolo) valore iniziale (F®).,.

§ 8. GIROBTATO A PITT GIROBOOPT. — Supponiamo di avere un giro-
stato sul quale siano armati pill giroscopi rotanti i cul assi siano so-
lidali con le pareti del girostato. Le coordinate ignorabili sono nul-
I'altro che gli angoli g, 6., di rotazione dei giroscopi; le appariscenti
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Q, Q: Qs non sono altro che i tre angoli euleriani 9 ¢ § formati dagli
assi centrall di tutto il sistema (assi x y 2) con gli assi fissi.

Se M, & la massa totale del sistema, w, la velocita del baricentro,
A, B, C, sono i momenti inerziali centrali di tutbo il sistema e p ¢ #
le componenti rotatorie rispetto agli assi centrali che abbiamo deno-
minato con @ y 2, la forza viva dovuta al solo supporto dei giroscopi
e al solo traseinamento di questi sera:

To= “é (Ao p®+ By g™+ Cyr* o+ My w,7)

Siano ora A, By* Cp* (A*=B,*) 1 momenti inerziali centrali del
giroscopio k™, M, la sua massa ¢ siano invece A, B, C, D, E, I, le sei
coordinate inerziali del medesimo rispetto degli assi xyz ed «,fuvs
1 cogenl degli angoli che il suo asse giroscopico fa con xyz.

Omesgo 'indice &, si trove facilmente:

A=MP+c)+ (1—a®) A%+ a?C¥*; D=beM+ By(A*—C*)

e le analoghe per B, C, T, F, ottenute da quelle gia scritte, mantenendo
ferme le lettere con asterisco e la M, e permutando circolarmente tutie
le altre,

Per mezzo di queste grandezze riuscird di esprimere 'altra seguente :

Pogorilon B Yn

Sy = 2 Mg,
2

T Yir 2| | Tow— Oy, Yoo~ by 2 — C5,
dove my & la massa generica del punto materiale ¢"° appartenente al
giroscopio A™. Come si vede S, & funzione lineare di p ¢r e pertanto
sard funzione lineare delle velocita o'/ 8" {(derivate temporali degli
angoli euleriani).

Indicando con T, la forza viva del moto relativo dei giroscopi
rispetto al girostato, la quale & indipendente da ¢ { 6 e loro derivate
temporali, e tenendo presente l'espressione date poco sopra per T,

gl trova la forz&_ viva totale T':

T=T+T.+38,0¢,.
3
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Siamo cosi in grado di ricavare le equazioni lagrangiane. Quelle
rispetto a 6,6, .. forniscono alfrettanti integrali primi come si & visto
nella [1]; mediante questi ultimi & possibile eliminare e, .. dalle
restanti equazioni lagrangiane, ottenendo cosi le equazioni [2] che
qui, diventano:

d 2T 2T U

& 5q, " g " 2 etag

dove:
Qd:(f.’) Q2=¢: Qa'*“ﬂ

L1 82
Tty 2gE

1 {d 28, 08, 3 .
SeEl E e D Rt
(quest’ultimo risultato in virtt della linearitd delle 8, rispetto alle Q'
e in conformita delle [4]).

Abbiamo dunque 3 coordinate appariscenti (y=3) e supponiamo
di disporre di 3 giroscopi (=3 coordinate ignorabili ¢,). Se per sem-
plicitd immaginiamo che gli assi giroscopici siano paralleli ai tre assi
centrali risulterd (ritornando per un momento & simboleggiare lo F
con doppio indice):

T, o= 0 ~gen Beos g Y+ seng- 0
F,,=senfcosq ¢ + 0 +seng-cos b -8 ¢ 1o giroscopio
F,= —seng.¢ --gengcos .|+ 0
F,= 0 + sen sen d . Y+ cosg O
F,,=—sen¢sen.¢'+ 0 +cos@eos .6} 9o »
¥y, =—cosg <@ cos@oosh -+ 0
F,= 0 + 0 + 0
F,= 0 + 0 —sgen §.6 ge »
¥, = 0 +gen 0. ¢ + 0

Se dunque mel girostato vi fosse un solo giroscopio, il terzo, si
potrebbero desumere 8’/ in funzione di Fyy Fyy (uniche F' che in tal
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caso comparirebbero nel problema). Sarebbe quindi possibile esprimere
le funzioni w, delle [11], per mezzo delle I' ed applicare in conseguenza
tutte le coneclusioni alle quaeli siamo pervenuti nel paragrafo ultimo.
Cosi le Fyy Fyy, ¢ conseguentemente 0 si possono mantenere per
un tempo indefinito prossime ai valori iniziali e gnindi sempre piccole
se inizialmente piccole.

Se invece si dispone di due giroscopi possinmo conservare piccole
tutte e tre le velocith ¢' ' §' e imporre quindi al girostato di muoversi
lentamente, qualunque sis la posizione assunta nel tempo.

Dall’analisi fatta, nulla paraltro risulta circa Yandamento preces-
sionale di uwna o pit Q (Q con segno costante) oppure oscillatorio
(Q' con segno variabile), discriminazione guesta che richiede un esame
pilt approfondito. '

In ogni modo le funzioni I' e quindi le velocitd Q' si possono con-
siderare quasi periodiche, perché la {80], quando si astragga dalle ra-
dici nulle, si riduce nel caso del givostato (y = 3) ad uns equazione di
secondo grado pura. Le velocitd @ si comportano dunque rispetto al
tempo veale f quasi accoppiassero ad una ordinaria variabilits an fre-

. . . ... 2= A
mito di periodo brevissimo W’ dove % & anch’esso variabile.






