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SULL' INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI LINEARI
A DERIVATE PARZIALI DEL SECONDO ORDINE
DI TIPO ELLITTICO

LUIGI AMERIO

BvaMarIvM, — Aunctor tradit rationem qua integrari possint aegquationes
- lineares secundi ordinis, olliptici genmeris, directe adhibita Greeniana formula,
secundum principia a Picors invecta,

Nei suoi dppunti di Analisi Superiore il Picowe (1) ha mostrato
“come in virth di wna assai notevole interpretazione, da Lul stesso
- indicata, della formnula di Greew, i classici problemi al contorno della

.- fisica~-matematica vengano prospettati, per quel che riguarda la loro
- soluzione, da un unico punte di vista, qualunque sia Vordine o il tipo
- delY’equazione lineare cul essi conducono.

La costruzione effottive del procedimento nel quale tale inferpre-

' tazione viene utilizzata per integrare un’equazione lineare del secondo
“ordine di tipo ellittico & stata pol da me indicata in una Memoria

“di ‘prossima pubblicazione (*), di cui qui riassumo i principali risultati,

" (*y Nota presentata dall’Accademico Pontificio Ugo Amaldi il 7 ottobre 1945,
_ I lavoro & stato eseguito presso I'Istituto Nazmnale per le Applicazioni
“del Caleclo.
() M. Picowwm, Appunti di Analisi Supm'iore, Rondinella, Napoli, 1940,
-pagg (B2-165. Vedasi anche, dello stesso Autore: Nuovi melodi risolutivi per i
. problemi d'integragione delle equagiont lineari a derivate parzicli ¢ nuova appli-
. eazione della trasformata multipla di Laplace nel caso delle equazioni a coejficient?
" . costanti. « R. Acc, delie Scienze di Torino», 1940, pagg. 413-426,
©.. {%) Presso gli «Annals of Mathematicss.

22 dcta, vol. IX,
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1. - Sia

[1] E) =S ago Sbio + cu=f (= )
D Dipy, D !

un’squazione lineare del secondo ordine di tipo ellittico in m varia-
bili (x4, .., 2, ¢ supponiamo le ay,d; funziomi di classe(’) 2 e 1
rigpettivamente, le ¢, f continue in dominio limitato = dello spazio S,,.
Inoltre il determinante [@a] sia unitario, cid che manifestamente non
lede la generalitd.

Introdotto Poperatore differenziale aggiunto di E(u):

By =3 5omt 5 200 o,

ammettiamo che il contorno ¢ di 7 soddisfi a quelle condizioni che
assicuranc la validitd della formula di GremN per ogni coppia u, w
di funzioni di elasse 2:

0 -

dove v & la direzione conovmale(?) a o, orientats verso Uinterno di -,

w ¥ () — w K (u) dTw[ (uﬂwmw%mqugda

v

e 81 & posto
Day,
oy,

L= cos (n) :bi—mz

n ossendo la normale a o, orientata anch’essa verso linterno di .
(*) Sia ¢ una funzione definita nell’interno di wn dominio + di S,;, continua
con tutte le sue derivate parziali di ordine <s. Diremo (G. Ascori, Hguagioni
alle derivate parziali dei Lipi ellitlico ¢ parabolico, Sansoni, Firenne, 1985, page. 52-53)
che ¢ b di classe s in v se & possibile prolungare la ¢ e tutte le sne derivate di
ordine <<§ anche sul contorno ¢ di v in modo da risultare continue in fuffo =
Diremo poi che ¢ & di classe sH in t se essa ¢ le sue dorivate di ordine <3
soddisfano in tutto t a una condizione di HSLDER. Scriveremo H invece di OH,

Infine diremo che una ipersuperficie di Sw & di classe 5, o sH, se & definita
mediante una rappresentazione (invertibile) delle coordinate dei suol punti come
funzioni di classe 8 o $H, di m—1 parametri variabili in un certo dominjo, con
matrice fanzionale mnai nuila. Pit generalmente, si avrd in taluni casi (ad esempio,
por le ipersuperficie chinge) un complesso di rappresentazioni di tal tipo, in parte
sovrapposte. : ou

(®) Ricordiamo che la funzione qui indicata con il simbele on non coinecide,

in generale, con la derivata della u sscondo la direzione v, ma é ad essa propor-
zionale,




AGTA 216

Risulta allora, per la [2], se » & un integrale della [1],

—f uE*(w)drwf (w»wme)——w——w

classica relazione che viene dal Picone interpretata nel modo seguente.

dcﬁffwdr ,

St voglia, ad esempio, risolvere per la [1} ¢l problema di Dirichlet;
siano ciod assognati nei punti di ¢ 1 valori di . In tal caso il PicoNe
comineia col rilevare che

a) se sz CONOSCe UNG SUCCESSIONE %@ V di integrali dell’equazione
aggiunia

[4) - E*(2) = 0

la quale sia chiusa (*) su o, dalla (8] si ricave il sistema di infinite
equazioni di Fischer-Riesz : ‘

B [JelF )

e quindi si conoscono ¢ coefficienti di Fourier dell’incognita 5 rispetto
v

dc——ffv,.d'rzo

alla successione Jv,}, chiusa su o. Resta percid individuata nei punts
. .9
di o la funzione 3?- ™.

%,
Una volta ottenuts la 55 i1 Picone osserva cho

b) se si comosce una successione y2.{ di funzioni di classe 2 in
v tali che la successione (IT*(z,)} risulli chiusa in <, dalla [8] si de-
duce il sistema di Fischer-Riesz:

(6] — f W (2,) dr == [ (M;, —2 L) %gdc — ftfz,dr

e quindi la w resta individuate nei punti di .

() Nelle ipotesi poste, hasta la chiusura rispetto alla classe delle funzioni o
- quadrato sommabile su o, Negli enuneciati che seguniranno ometteremo l'indica-
zioue, facilmente ricavabile, della classe di funzioni rispetto a cui si ha la chiusura.

(*) Dedotta, in modo ben noto, dalla successione j»,.} una egquivalente suc-
cessione {¥,} ortogonale e normale su o, dalle [5], in cui si ponga #,. in luogo
di v, sl ricavano i valovi g, dei coefficienti di Fourier dell’incognita -5151 rispetto

. - Dt =
alla successione 17,!; ne segue 5, né v,
b
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In modo analogo si ragiona per il problema di Nuumawnw, nel
quale la successione }v,{ di integrali della [4] deve esser tale che

PR . )
risulti chiusa, su s, la successione iméi——-v,.L
Y

pone assegnata su uns parte, a,, di ¢ la u, nella rimanente parte, &,

. Be infine si sup-

. Qu L. .
la derivate conormale oy 81 richiede la chiusura, su o, della succes-
. . v . - v,
sione }¢,.1 ottenuta ponendo #,=—w, nei punti di o,, f, = 3 e 0, L
A

nei punti di e,.

Come si vede, la risoluzione dei problemi considerati, mediante
le proposizioni a) e b) viene effettuata in due tempi successivi. Pos-
siamo perd indicare una terza proposizione, in virth della quale le
funzioni incognite possone determinarsi contemporansamente.

Per questo cominciamo col ricordare che, come ha gid rilevato
il Prcowe (*), la teoria usualmente esposta degli sviluppi in serie di
funzioni ortogonali e normali in un dominio appartenents allo spazio
8,. continua a valere anche se le funzioni considerate nomn sono defi-
nite in un solo dominio a m dimensioni, ma in pitl insiemi I, .., L,
aventi clascuno un proprio numero <<m di dimensioni. Gl eventuali
punti comuni a due, o pil, di questi insjemi vanno considerati distinti
e cosi pure saranno distinte, in tali punti, le definizioni delle funzioni.
Seguendo il PicoNE, s6 ¢y, ..., g sono funzioni definite negli insiemi

+ Iy, vy Ip, assumeremo tali funzionl come componenti di un vettore g
dello spazio S,. Se g ¢ @ sono due di tali vettori diremo poi loro
prodotto integrale, e lo indicheremo col simbolo (g,w), la somma

k
{73 (g? (0) = %J&fI?ghmhdIh .

Infine, dati il vettore g e una successione di vettori jw, {, i numeri
¢, = (g, w,) si chiameranno i coefficienti di Fourier di g rispetto alla
successione }w, .

Ad esempio, possiamo considerare un dominio 7 di S,, e una (o0
pil1) ipersuperficie ¢ e definire una successione }w,} di vettori le cui

(1Y M. Picone, Vedute unttaric sul calcolo delle soluzioni delle equazioni alle
dertvate parziali della fisica-matemalica, « Atti del I Convegno di Mat, applicata »,
Roma, 1986 ; Appunti di Analisi Superiore, Rondinella, Napoli, 1340, pagg. 632-634.
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componenti, su T ¢ su o, saranno due successioni di funzioni }o’,{
e }o’,.}, definite rispettivamente su = e su o.
I vettori w, si diranno ortogonali e normali se risulterd

1 per r=s,

(@, ;) :ftm?.msd'r +fcm L de = 3 0 per res

e o un vettore g, di componentl g’ e g", verrd a corrispondere lo svi-
luppo in serie di Fourier  ¢.,., intendendosi con tale simbolo, nei
punti di =, la serie Sec.0, e, nol punti di ¢, la serie 3 ¢.w”,. Inoltre
se i numeri (g, g), (®,,w,) sono finiti, la serie 5 ¢ & convergente e
si ha

8] L Seis(g,8) = [g'd=+ fdg”"'dc :
Percid le due serie

S e, ‘Ec,,w"r

convergono in media su v e su 5 rispettivamente, come risults dal
teorema di Fiscmer-Riesz, avendosi

g 2 q 2 g 2 g
. f (2, c,.co’,) dr &'—f (E,kc,,w’,.) dr -|-f (Erc,m”,.) do=3,¢",
T\p \p s\ P P
if 2 2 2
f (2,, c,.co"T) do= f (%,,c,.w’r) dr -+ f (% c,.m”,‘) do = %,,c,e .
a\p T\D g\ »

La successione di vettori jm,{ si dird poi chéusa se l'unico vettore
g ortogonale o tutti i vettori w, & il vettore nullo (cioé di componenti
nulle, ovunque o quasi ovunque a seconda che le funzioni si suppon-
gano continue o no). Inoltre, se la successione }w,{ & chiusa, nella [8]
vale il segno == e le serie Sc,o',, 3c.w", convergono in media, in =
¢ o rispettivamente, a g, .

(id premesso e considerando, ad esempio, il problema di Di-
rIcuLer, $i ha, per la 3],

_qu*(w)dT +fg—®:wdc :fu(%?wwLw)dc—f fwdr .
T (4 T

G
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. . . w_ ©
Definito allora un vettore g di componenti g'=u, g’:?)i:—, e un

vettore @ di componenti ¢'== — 1i*(w), ¢"==w, si ha, per la [7},

' 2w
9 (g, 9) :fcu(—ﬁTwLw)dc—frfwdr‘
clod & noto il prodotto integrale dei vettori g, 9.

. Ne segue (1):

) se si conosce in v una successione di funzioni }w,!{ tali che la
suceessione di vettori Y91, di componenti ¢, = — E¥(w,), ¢".= w,, sia
chiwsa, dalla {9 si ricava il sistema di Fischer-Riesz:

) Quw,
[10] (g, 9. :fcu( 50— Lw,‘)dc —ftfw,,dr
ciod si comoscono i coefficienti di Fourier dell’incognito wvettore g wispetto
alla successione }¢.}. Risulta percid determinato ¢l vettore g e quindi le

.o Ju 2
sUe Componenti w in T, - in g (%),

Ansaloghi enunciati valgono per gli altri problemi al contorno.

Si presenta ora la questione di costruive le successioni }v,{,}2,}
e jw,{. Tale questione & stata risolta nella Memoria i cui principali
risultati formano l'oggetto della presente Nota. ,

Come vedremo, mentre la costruzione effettiva delle funzioni }v,}
si presenta, in generale, assai ardusa, le funzioni %, sono semplicissime,
potendosi prendere, ad esempio, w,. =&, ... x,%, con o, =0,1....
Inoltre le funzioni w, ottenute godono della proprietd che la succes-
sione E*(w,) risulti chiusa in ~: si pud percid assumere z, = w,.

{YY Durante la redazione di questo lavoro non mi era noto che il Prof, P1-
cong, come Lui stesso mi comunica, aveva gid rilevata {in una conferenza tenuta
nel 1243 ma non pubblicata) 1'esistenza della proposizione e) e degli analoghi
enunciati per i problemi al contorno relativi a equaziont lineari di qualsivoglia
ordine e tipo.

(*) Dedotta in modo noto dalla successione {w,}! una equivalente succes-
sione {7,} tale che la corrispondente successione di vettori {%,}, di componenti
&= —E*@W,), §", =1, sia ortogonale o normale o detto & il valore del se-
condo membro della [10§, in cul si ponga i, §, in luogo di w,, ¢,, risulta

u~—ZEE (@), %E‘;,,, 28,7, .
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Osserviamo infine che mentre, come facilmente si dimostra, le
proposizioni &), ¢) presuppongono l'unicitd della soluzione del pro-
blema considerato, le successioni }v,{, w,{ che indicheremo permettono
di ottenere in ogni caso la soluzione. Mediante tali successioni & stato
inoltre risolto, nella sus forme pili generale, il problema misto.

2, - Un primo procedimento per integrare l'equazione [1], suppo-
nendola a coefficienti cosfanti, si trova indicato in un mio lavoro di
recente pubblicazione (). Tale procedimento si basa sulla conoscenza
della soluzione fondamentale della [4] (ben nots trattandosi di wun’equa-
zione a coefficienti costanti), e si pud estendere a numerosi altri pro-
blemi al contorno relativi o equazioni lineari, in particolare all’inte-
grazione della [1], supponendone variabili i coefficienti; in esso si fa
uso della successione }u.{, che risulta esplicitanente ottenuta.

Cominciamo con Pammettere che le funzioni @y, b;,c, si possano
prolungare in un dominio ', contenente T nel suo interno e avente
per contorno une ipersnperficie ¢’ di classe 2, supponendo inoltre che
in v le ay, b; risultino di classe 2H, 1H rispettivamente, la ¢ di
classe H.

Supporremo inoltre che il contorno o, di area finita, sia di tal
naturs che, per ogni coppia (#,w) di funzioni di classe 2 in =, valga
la. formula [2] di Green. Inoltre ammetteremo che, escludendo al pit
da ¢ un insieme chiuso y di misura (ipersuperficiale) nulla, in ogni
punto M, di o~y esista la retta normale a ¢ e, sssunto M, come
iperpieno di equazione x,, =0, il contorno ¢, in un intorno completo
di M,, abbia equazione x,, = @(®,, .., T,_y), con ¢ funzione di classe 2.

Le condizioni ora poste sono largamente verificate mei casi pra-
tici; si noti, in particolare, che & pud contenere anche infinite iper-
superfiei distinte.

Se ¢ soddisfo alle condizioni indicate e se, detto M un punto
mobile su ¢, A(M), B(M) sono due funzioni sommabili su s, diremo
che o, A, B appartengono all'insieme (a).

. ¢
(Y L. AMERIO, Sull'infegrazione dell’equazione Ayu — Wu = f in un dominio

di connessione qualsiasi, Ist, Lombardo di Scienze e Lettere, Vol. LXXVIII,
194445,
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Un secondo insieme, (f), si definird nel modo seguente, impo-
nendo ulteriori condizioni & ¢, A, B.
Supporremo, riguardo a a, che gli integrali

fUMR"(”"‘“dG y per m>2

Iy (R) =
failog MR|de , per m=2,
—{th—2
oMR7TTH do er m > 2
on b p bl
Je(Ry=1"7°
+(R) 2 log MR

J

. risultino limitati al variare del punto R in un dominio + contenenente v
nel suo interno. Il significato geometrico dells limitatezza di J,(R)
& chiaro quando si ricordi che, detto dwy , 'angolo secondo cui & visto

" dal punto R Telemento do relativo al punto M, risulta

mwmw)dc, per m=9 ,

To(B) = [ |day, ] .

Se osserviamo poi che la continuitd di J,(R) nel punti di ¢ —y
& ben nota, constatiamo come le condizioni relative a ¢, anche se
appartenente all'insieme (f), sono assal larghe e risultano soddisfatte
se ¢ presenta nei punti dell'insieme y quelle singolarita che si incon-
trano nsualmente nelle applicazioni,

Considerando ora le funzioni A(M), B(M), supponiamo la A (M)
continua in tutti i punti di s, la B(M) continua in tutti i punti
di ¢~y e tale che, al variare di N su e, l'integrale

[1BM)|MN-~®ds, per m>2,
J @) =1"°
fU]B(M) log MN|do , per m=2,

_ risulti funzione continua (si noti che questa condizione & soddisfatta
" nei punti di ¢—y e anche nei punti di y, con le singolaritd che si
presentano nei casi pratici, se si fanno su B(M) ipotesi assai meno
restrittive della continuita).
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Cio premesso, osserviamo che, in virtlt delle ipotesi fatte sui coef-
ficienti della [1], se B & un qualsiasi punto prefissato internamente a
7' e T un generico punto di +', Vequazione E*(v) = 0, considerata re-
lativamente alle coordinate di T, ammette la soluzione fondamentale (*)
F(T,R) (che si pud ammettere soddisfi alla E(u) =0 come funzione
di R) e valgono, per ogni soluzione u della [1} di classe 2 in 7, lo
formule fondamentali di Gruwx:

T (P) = g (m(m F(M,P)L(M))—

[11}
e T(M, P)QM(M)i ~ [ FODF QL P)dx
" 0= falu(M) (?“E"‘%"@“ — (M, Q)L(M)) —
- ~ o, @) 240 s — [ fan T Qs

dove k, & una costente %0 e dipendente solo da m, P e Q indicano
rispettivamente un punto interno e un punto esterno a v, M & il punto,
di v o di o, rispetto alls cui coordinate si effettuanc le integrazioni.

Considereremo sempre, in quel che segue, sole la totalitd degli
. . . . . . 2
integrali della [1] per cui valganc le [11], [12], i valori = (M), —————-——i;(‘?ﬁ[) ,

su ¢, intendendosi definiti, nel caso pill generale, quasi ovunque,
come i limiti
2u(P)

lim (P lim et
P->M ()’ P;Hii oy ’

dove P~»M lungo la conormale in M, ed essendo sommabili su &.
Se poniamo, su o, u(M) == A(M), Du(M) = B(M), dalla [12] se-
gue che il soddisfare all’equazione

0= f:A(M)(DF(MQ) F(M,Q)L(M))—
[13]

— F(M, Q)B(M)fdc — [ FOYFM, Q) dr

() E. E. Levi, Sulle equazioni lineari tofalmente cllittiche alle derivate par-
ziali, Rend, Circ. Mat. di Palermo, vol. XXIV, 1907, pagg. 275-817, Vedasi anche
Q. Asooul, loc. cit., {nota u. 1, pag. 214), pagg. T0-76.
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& condizione necessaria per tutte le coppie A, B di funzioni coineci-
denti rispettivamente coi valori assunti su ¢ da un integrale « dalla

[1] e dalla derivata conormale %%’L

Ma tale condizione & anche sufficiente. Ho dimostrato infatti il
gseguente teorema.

I - Sia A, B una coppia di funzioni soddisfacenti alla [18). Con-
siderate la funzione w(P) definita nell’interno di v dall’equaglianza

oo (P) = fl M)(DI‘(M ,B)

— (M, P)L(M))
[14]
— F(M,P)B (M)

ds — [ FAOFQLP) dv

questa & un integrale della [1] e tnolirve, a seconda dell’insieme cui ap-
partengono o, A, B, vale Uuna, o Valtra, delle proposiziont:

a) se o, A, B appartengono all'insieme (&), risulta quasi ovun-
que, su o,

[15] lim w(P) = A(M) ,
P>M

. . ou(P

[16] Jim w%%j_ = B(M) ,

dove P > M lungo la conormale v a o, spiccata dal punto M,

D) se o, A, B appartengono all’insieme (D), risulta, in futti ¢
punti M di q,

[17] lim % (P) == A(M) ,
P> M
comunque P -+ M, ¢, in tutti i punti di o —y,

[18] im 2%E)

== B(M
PuM OV )

dove P > M lungo la conormale a ¢ in M.
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L’equazione [18] traduce pereid i Drricarr e di NEUMANN; inoltre
ad essa ricondurremo anche il problema misto. Per risolverla, si pud
osservare che, indicate con }g¢,.(Q)} una successione di funzioni con-
tinue, chiusa nel dominio t”z=+"— v +c (ad esempio la successione
Z %L @,y con o, =0, 1,..)), la [13] equivale al sistema di infinite
equazioni

L 9-(Q) [faiA(M) (-?E%Dfﬁl — F(M,Q) L(M)) -

— F(M, Q)B(M)i do | FOD T, Q) dfrl i =0
cioé anche, posto |
[19] v (1) =[ g(QFQLQdx,
al sistema di infinite equazioni di Fiscrer-Rizsz

fJA(M)( o0 M) _ v,,(M)L(M)) - v,(M)B(M)% do —

(20]
— [ fODe.(M)d= =0 .

Se si considera ora il problema di Drmicursr e se vale, in tale
problema, per la [1] il teorema di unicifa, si ha percid, in virth del
teorema I, che la successione }v,.{ data dalla [19] & chiusa su ¢ e
soddisfa, essendo v,, nell'internc di =, un integrale della [4], alle con-
dizioni richieste dal Picone. Supponiamo ors che il teorema di uni-
cith non valga; in tal caso una successione }v,! di integrali della {4]
chinsa su ¢ mon pud esistere, come segue immediatamente dalle
[B], [11}; possiamo perd affermare, per il teorema I, che le autosolu-
zioni sono catterizzate dall’essere le corrispondenti B(M) ortogonali

~ su o alla successione }v.{; da tale circostanza e dalle {20] si ricava

percid, anche se manca il teorema di unicitd, la risoluzione del pro-
blema. Osserviamo infine che, se il problema non ammette soluzione,
nemmeno il sistema [20] ammette soluzione.

Lia [14] d& poi l'integrale della [1] corrispondente a una determi-
~nata coppia A, B.



204 PONTIFICIA ACADEMIA SCIENTIARVM

Te stesse considerazioni, riferite alla successione ’ ;1" —Mv,Lf ,
valgono per il problema di NEUMANN,
Si voglia ora risolvere per la [1] il problema misto, supponendo

assegnati su o 1valori di una combinazione lineare D delle » o - :
¥

Qu
[21] Dmhu-|-k-5;w ,

con k, %k funzioni note dei punti di ¢, non contemporaneamente nulls,
escluso al pill, su o, un insieme di misura (ipersuperficiale) nulla.

. ou .
Posto, al solito, su o, A=u, B == 5o ammettiamo che 0, A, B

appartengzno all’insieme () e che ¢ sl possa dividere in due parti,

h
Si ha poi, su o,

s, & &, in modo che, su o,, la funzione - sia somiabile e risultl,
. h : . D o .
quagi ovunque, {——|<Ly; su s, sia sommabile ~— e risulti, quasl
k k h
ovansue —'{_-: L, con Ly, L, costanti positive.

[22] B=— % A+ %
e, SU Gy,
[23} A= % B+ —]%
Dalla [20 ricaviamo allors
fAimﬂm(L———-) fdo+ [B —%%%+(%L_1)v,‘}d%m

[24] b 5 D
— falv,.? day fﬁa(—;s’m' - 'er) - do, + frf@,.dr

e quindi, definite su ¢ le funzioni C e #, ponendo

A in ay,
[25] €= { ]

B in ¢,

% (L —m%) ] in o,
[26] t, =

T k Owv, k .
——EW—I—(TLL 1) n 6y,
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si ricava, indicato con ¥y, il secondo membro delle [24],
[27] [Ct.do=y,
o

ciod si comoscono i coefficienti di Foumier dell’incognita C rispetto
al sistema }£.{. Viceversa, sia C una soluzione del sistema [27]. Reste-
ramno individuate, per le [25], le A, B su o, o, rispeitivamente.
Definiamo poi la B su ¢, o la A su g, mediante le [22], [28]. Elimi-
nando dalle [24] la funzione D mediante le {22}, 23] si ricava allora
che le A, B ottenute soddisfano al sistema [20] e quindi alla [13].
Per il teorema I, l'integrale della [1] dato dalle [14] soddisfa allora
alle [15], [16] e quindi, per le [22], [28], alla [21].

Infine, anche per il problema misto, si ha la chiusura, su «,
dalla successione }t.{, definite dalle {26}, se vale il teorema di unicita,
mentre, se tale teorcmea non vale, le autosoluzioni sono caratierizzate
dall’essere le corrispondenti C ortogonali, su o, alla successione }t,{.

3. - Tl procedimento di integrazione ora indicato non richiede
P'uso della successione }z,{; esso perd ammette che si conosca espli-
~ citamente la soluzione fondamentale F(T,R), la cui determinazione
effettiva &, in gencrale, assal ardua. Per ovviare a fale inconveniente
- ho percid indicato mn secondo procedimento di integrazione della [1]
[introducendo la successiome }w,} richiesta nella proposizione ¢}], in
virtit del quale 'uso di tale funzione & completamente eliminato, essendo
sufficiente di conoscerns ['esistenza, cid che avviene se 1 coefficienti
@iy Uy ¢ soddisfano alle condizioni dianzi ricordate.

Per questo, poniamo nella [3], in luogo di w, le funzioni

W, == %M L., L, {2=0,1,..)

2
5y =B

Ofteniamo In tal modo il sistema

e, al solito, su o, u = A

(28] — [ uB(w)dv = fG!A(% — Lw,.) —w,B

dc—ffw,.dﬂr,

per il quale ho dimostrato il seguente teorema.
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IL ~ Se A, B, u & una terna di funzioni, le prime due somma-
bili su 7 o soddisfacenti alla [18), la terza definita entro v dalla [14],
la stessa terna soddisfa al sistema [28).

Viceversa, se la terna A, B, w di funzioni, sommabili nei rispet-
tivi insiemi di definizione, soddisfa al sistema [28], allora le funzioni
A e B soddisfano alla {13} e la u, ove se me alteri al pit la definizione
in un insieme di miswra nulla, ¢ data dalla [14].

In virth di questo teorema possiamo risolvere i problemi al con-
torno per la [1] senza ricorrere alla soluzione fondamentale.

Consideriamo infatti dapprima il problema di Dirrcarar.

In tal caso & nota la A, sono incognite le u e B,

Ora, definito un vettore g di componenti ¢'—=wu su r,¢"=B su ¢
e una successione di vettori }g.{, con ¢',== —E¥*(w,), ¢",==w,, segue
dalla [28], per la [7], che g soddisfa al sistema di infinite equazioni
di Figcner-Riesz

129] (2,9, ::fA(ﬁ—ﬂme)dcmftfw,.d's

cioé si conoscono i coefficienti di Fourmer dell'incognito vettore g

rispetto alla successione Yg.{. In virth della {29} e dei teoremi I e II

si determinano percid contemporaneamente le incognite w ¢ B = 3y
v

Inoltre, se vale il teorema di unicita, la successione $g,.! & chiusa;
se tale teorema non vale, le autosoluzioni sono caratterizzate dall’essere
1 corrispondenti vettori g ortogonali alla successione }¢,{. Infine se la
soluzione non esiste, nemmeno il sistema [29] ammette soluzione.

Le stesse considerazioni si possono fare per il problema di Nzu-

MaNN nel quale occorre considerare la successione di vettori }¢.!,
0w,
ov
gnito vettore g ha le componenti g'=w, g"=A.

di componenti ¢, = — E*{w,), |, = ) mentre l'inco-

Consideriamo ora i1 problema misto. In tal caso, definita, su o,
una successione di funzioni }7,{ mediante la [26] in cul si ponga w,
in luogo di w,, si ricava per le [22], [28}, [25], [28],

m—fu]]*(w)d'r—f()ldcr_wfw do, +

+f02(%?€i H—w,L)% dagm[;fw,.d’r
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e quindi, definita la successione }y,{ di vettori di componenti
A= -—E*w,), y",= 1, si ricava, per lincogmito vettore g, di
componenti g'=w, g"==C, il sistema di infinite equazioni di FrscuEr-
Riesz

_ D Qw, D
& 1) =" [w, 7 do, +fo (‘oT“w"L)Wd"ﬁ — [ fw,d=

che risolvono il problema. Anche in questo caso infatti, per i teo-
remi I e IT, se vale il teorema di unicitd, la successione 1.t & chiusa;
in caso contrario, le autosoluzioni sono caratterizeate dall’essere i
corrispondenti vettori g ortogonali alla successione byt

Osserviemo infine che, in luogo della successione dei monomi
g% ... @y, 81 pud assumere, sotto assal larghe condizioni, come sue-
cessione }w,{ una qualsiasi successione chiusa in un dominio + con-
tenente v nel suo intorno. Ad esempio si pud porre

; @y,
2ri B ay
0k (o,-=10, 1, ...)

W, =z @
con T, .., T, costanti positive tali che il dominio v risulti interno a
un iperparallelepipedo < avente gli spigoli paralleli agli assi e di
lunghezze Ty, T,
In ogni caso, si ricava dal teorema II, supponendo A ==B= /=0,
che se risulta, per ogni »

fu,E*(w,) dr=0,
T
la funzione w ¢ quasi ovunque nullg in <.

Se prendiamo percid z,=uw,, la successione VE# (2,04 soddisfs alla .
condizione di chiusura richiesta nella proposizione b) del Pioone.





