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- ACADEMIA
SCUENTIARVM

. "FORMU_LE INTEGRALI E TOPOLOGTA -
© NELLA TEORIA DELLE FUNZIONI
DI PIU VARIABILI COMPLESSE ()

ENZO MARTINELILI

Symsmarivar, — Adhibitis argumentationibus ex analysi situs desumptis,
Auctor determinat, quod. attinet ad functiones variabilium complexorum 7, ge-
nerales formulas integrales (quarum peculiares casus sunt theoremata Cauchiana),
in quibus integrationis varietates qualibet sunt mensura, inter 2 et 2n — 1 posita,

In una memoria di prossima pﬁbblicazione mi propongo di esporre
con i necessari dettagli i risultati pili generali che ho recentemente con-
seguito in un ordine d'idee gia da me iniziato in una nota del 1937 [6],
sviluppato in lavori successivi di B. Suerwm [15] e miei [7], [8], [9],
[10], [11], e altresi collegato con ricerche di W, WirtiNaEx [18]. Questo
scritto non & che una nota preventiva di tale momoria (*).

I TEOREMI DI CAUCHY ELEMENTARI

1. -~ Ricordiamo le due classiche formule che esprimono il 1° ed
il 2° teorems integrale di Cavony per una funzione analitics, f(z) della
variabile complessa Z=a iy

B frf(z)dzzo ,
: : . 2)
9 o @syro={ 19,
2] @) ) fn_z—t :
B “(*) Nota .breséntata.dnii’Accadem_ico Pontificlo Francesco Severi il 27 gen-
- najo 19486, . . C : ;
(Y Che apparird prossimamente negli « Aenali di Matomatica s,

c 24 deta, vol. IX..
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Si sa bene che le condizioni cui devono soddisfare il cammino d'in-
tegrazione T, od il punto O() per la validitd delle [1], [2], hanno
carattere topologico, se pure trattasi di condizioni cosl elementari che
non occorrono nozioni e lingnaggio topologicl evoluti per enunciarle.
Se per ecsempio si suppone semplicemente connessa la regione di
olomorfia R, di f{(z) nel piano d’AreaNp-Gauss (x,y), dove essere I'
un cammino ehiuso gualungue appartenente ad R,, ed O un punto
di B, interno a T,.

Vedremo che, quando si cerca di estendere le {1}, [2] alle funzioni
di pih variabili, a causa della maggior eomplessitd e della mancanza di
un’intuizione iperspaziale dirette, il lato topologico assume una posi-
zione preminente.

Restiamo ancora per un momento nell'ambito delle funzioni di
una sola variabile e lasciamo cadere l'ipotesi limitative concernente Ri.
T cosa elementare come vadano modificate le condizioni per la vali-
ditd delle [1], [2]; enunciamo perd le nuove condizioni facendo uso
del linguaggio topologico. Ty indichi ora un 1-ciclo orientato qualunque
(eventualmente riducibile, ciod composto di pilt parti ciascuna delle
quali & gid un ciclo). Per la [1] basta saperc che I, & omologo a zero
(T,~0) in R,. Le condizioni per la validity della [2] sono invece:

{L] ILCR,— 0, (C vale notoriamente contenuto)
{II!.] Fi ~( in Rg,
[IIT,) ' A, 0)=1,

dove con All(;, O) s'indica il coefficiente d’allacciamento(*) di Ty col
punto O, ciod Vindice di Knonecksr {Ki, I'], o numero algebrico di

(1) Ofy, Lorsonnrz [4], Cap. IV, §5, e Auexanprorr-Horr [1], Cap. XL
Lo “definizioni dei coefficienti dall’allacciamento che appaiono nei due tratbati
citati differiscono per il seguo. Qui adottinmo guella del secondo trattato. Se ay, g
sono dus cieli di dimensioni duali dello spazio lineare Sy (p+g=7r—1) ed My,
b una variotd contornata da A, (Mpsi-> Ap), poniamo ciod All (ap, Lg) == [Mp+1, g},
simboleggiando colla parentesi gquadra lindice di Krowecker. Risulta allora
All (g, Ap) = (—1)#a+1 All (Ap, Tg). In particolare quando 4p si riduce ad un
punto O (p==0), essendo K, una semiretta orientata uscente da 0, i ha K,—+—0,
onde segue: Al ([, 0) == - All(O,T) = [K,, [].




ACTA 237

intersezioni, di una semiretta K, di origine O col ciclo I,. Se, invece
della [IIT,], & soddisfatta la

[T11,] ‘ AT, 0) =N

in liogo della [2] vale la formula pilt generale

f4] @wi)NfFL) = jn_zf&_@z de (V).

ESTENSIONI DEL PRIMO TEOREMA DI CAUCHY

2. — Dopo queste premesse elementari, illustriamo rapidemente
“le note estensioni della [1] alle funzioni di n variabili f(z, .., 2,).
Accenniamo a queste perchd risulti pitt chiaro lo spirito delle esten-
sioni delle formule [2} o [4], delle quali ultime estensioni vogliamo
propriamente occuparci in questo lavoro.

Le variabili complesse #, ..., 2, possono rappresentarsi sia sopra n
piani ’ARGAND-GAUSS (@4, 1), ..., (@, ¥»), Sia sopra uno spazio euclideo
reale a 2n dimensioni 8, (@, ..., @,, #1, v, ¥a)» Se si fa uso della prima

rappresentazione, apparentemente pitt comoda, si & tentati di ritencre
come estensione soddisfacente della [1] la formula

5] jrmj{2 fﬂ)f(zl,...,z,,)dzidza... de, =0,

dove If", 1P, ..,T{ sono n l-cicli degli n piani d’Araann-Gavss
sottopostl d condizioni analoghe a quelle occorrenti per la validita
della {1]. Quando si faccia uso invece della rappresentazione in S,,,
I'mtegrale [6] s'interpreta come un integrale n-plo sopra un n-ciclo IV,
di 8,,, prodotto topologico di T{, 1, .., I¥". E appare cosi che
I'n~ciclo IY, ha caratteri topologici e di posizione in S,, molto particolari,

(!} La tormula vale anche per W=0; ma se ai vuole una formula adatta
ad osprimere il valore della 7 nel punte O, oecorre supporre N0, Analoghe
avvertenze devono aversi nel seguito,



288 PONTIFICIA ACADBMIA SCIENTIARVM

Porvcari: [14] ha mostrato come la [B] rientri nella formula ben
pill generale:

[61 fl‘ f(zi? vy z,,)d(fd,_, vy ) =20 ) (1)

dove I', & un qualunque n-cielo ovientato di Sg,, omologo a zero
eventualmente -con divisione (I,20) nella regione di olomorfia R,
della f(zs, ..., )

Ma la [6] non di ancora la pil ampia estensione nota della [1].
Tnfatti la [6] esprime soltanto il primo teovema di una serie di n
tooremi integrali distinti nei quall le variets d'integrazione sono cieli
di dimensioni rispettive n,n+1,..,2n—1. Gli n teoremi sono com-
pendiati dalla formula:

[7] fr [(oy %) D Parnwg@(Fy oy iy Bagy vony Ba) =0

nl o <y

(1=0,1, .., 21},

dove I',,, sono cicli (7 +I)-dimensionali omologhi a zero in R, Z, ¢
il complesso coniugato di zy, @y,..,% & uNa combinazione ordinata
di classe ! degli interi 1,..,7m, e Aqy..q SONO parametri complessi ar-
Bitrari (). Ciascuno dei procedenti teoremi, ¢ altresi sufficiente a carat-
terizzare tra le funzioni continue f(e, ..., #.) quelle che sono analitiche
(estensione dei teoremi di Monzra {12] e di Severr {16]).

ESTENSIONI DEL SECONDO TEOREMA DI CAUCHY

3. — Veniamo finalmente alle estensioni della formula [2]. Dopo
¢id che abbiamo detto nei confronti della {1}, & ovvio che le pih ele-
mentari estensioni della [2] cui si giunge immediatamente ponendosi
dal punto di vista della rappresentazione delle variabili 2, .., &, sopra
n piani, non possono venir considerate che malto particolari alla stessa
stregua della [B]. Un risultato pit generale, con un grado di genera-

litd pari a quello della {6], & stato dato da me [6] per n=2 e per n

() Con d(z,...,2,) indichiamo il differenziale n-plo dz ... dz,, o analoga-
mente nel seguito, usando i simboli della teoria delle forme differenziali a mol-
tiplicazione esterna di CARTAN (cfr. CARTAN [2], KABLER 3]).

() Per I==n—1 cfr. W. WirTiNcuk [18}; per I qualunque e per i teoremi
inversi cfr. il mio lavoro [7]. '
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qualunque da B. Searr [15], il quale ha meglio precisato le condizioni
topologiche occorrenti per la validitd della formula, togliendo anche
le ipotesi semplificative che io avevo introdotte. La formula & la se-
guente:

5 et =
Per indicare le condizioni cui deve soddisfare I'n-ciclo d’integra-
zione T, e per spiegare il significato dell’intero N, & necessaria qualche
premessa topologica. _
Consideriamo gli » spazi lineari caratteristici (V) (2n — 2)-dimen-
sionali, di equazioni rispettive:

31=za ; 22=C2 ; e ; ‘anzc'n .

Questi # spazi passano per il punto O(,,..,{,), che si suppone
interno alla regione Ry, di olomorfia della f(z,..,#,), ¢ costituiscono
nel loro insieme una varietd (2n— 2)-dimensionale Ty,_y, sulla quale
diviene singolare la funzione integranda che appare nella [8], Onde
una prima condizione cui deve soddisfare T,, & di appartenere ad R,
senza incontrare Ty, ,. Per un ciclo T, siffatto, si pud introdurré un
carattere topologico intero N, che definisce la posizione di I, rispetto
a Ty, 5, 0 meglio la condizione d’allacciamento del ciclo con Ty, .. Si
consideri all'nopo V'n-edro solido rettangolo K, n-dimensionale, indivi-
duato ed orientato da n semirette #,, ..., , uscenti da O e parallele ordi-
natamente al piani caratieristiol @, y,, TeYs, vy L.y, di Sy, (p.es. paral-
lele od equiverse agli n semiassi positivi @y, @, ..., 2,). 1l contorno
orientato H,_, di K, appartiene a Ty, od &, enlro la varietd aperta
Tye, un {n—1)-ciclo relativo, che si prova costituire di per s& solo
une base per il gruppo di Berrr (n— 1)-dimensionale. Pertanto la con-
digione d’allaceiamento di I, con T,,_, & definita dal coefficiente d’al-
laceiamento di I, coll'unico ciclo indipendente H,_ . di dimensione
duale, appartenente a T, ;. Si pone cosi:

[TIL,,) N = Ali(H,_,,T,) = [K., T} ,

{*} Seguendo Luwvi-Civera [5] e Smvesr [17], chiamiamo varietd caratteristiche
2k~dimensionali di 8y, quelle che rappresentano varietdA analitiche a %k dimen-
sioni complesse dello spazio complesse {z, ..., %,).
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dove con la parentesi quadra si simboleggia anche qui l'indice di
Kroneoxsr (0 numero algebrico di intersezioni) (*).
Cid posto, le condizioni per la validits della {8] sono, olire la

{IIL, ], le:
{Iﬂ,o] F‘n c B’2ﬂ - TSN—-E 3
[I:[ﬂ,o] r,20 in (B’Zn —T,zu—-z) +0 .

Per n= 1, -T%_g e H,_, si riducono ambedue al solo punto O, e
K, ad una semiretia uscente da O sul piano d’Areanp-Gauss (z,%);
pertanto la [8] si riduce alla [4] e le condizioni [Lo], [TL,e]; [IIL, ,]
alle [I,], [LL], [EIL,].

4, ~ La formula [8] pud considerarsi — come si & detto — parallela
all’estensione del 1° teorema di Cavemy espressa -dalla [6], in quanto
in ambedue le formule appare un’integrazione sopra una varietd n-di-
mensionale vincolata da sole condizioxi topologiche.

Un'altra formula, sempre estensione della [4], che & invece paral-
lela alla [7] per I==n—1, & la seguente, che ho dato in [7]:

% N F(layonr L) =

[10] . _ )
f(zi,...,z,,)%ﬂ(_—l)ﬁ”‘i(éﬂ—(g)d(zh...,zﬂ,éi,...,Eﬁ_i,égﬂ,...,zﬂ) o

fl‘ ) n
Bizemd, (%k Izh . Cklz)

(1 Gl'indici d’allacciamento e di Krowncker s'intendono calcolati rispetto
all’orientazione di 8, definita dai semiassi positivi ordinati 2y .y @y Yo s Y

(%) Nei lavori [8,9] ho dato alla formula [10] il seguente aspetto pill espres-
sive: '

[10%] 4x 9 9

" : 1 .
WNI"(Q: vy 8n) :fi‘w_if("du ey B) (TD‘E + ?»“5*‘;) md‘ma—-{:
dove: » rappresenta la distonza del punto (g, ..., 2,) varizbile su I'y,., dal punto
O(Ly, ey 50 dFgpmy & Velomento di volume di Fp,y; B indica derivazione ri-
spetto alla normale interna » a ¥y, i0 (5, ooy 2a); By indica derivazions rispetfo

alla, direziome s, convenientemente oriemtata, che & fangente a Ty~ ed appar-
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Le condizioni cui deve soddisfare il eciclo (2 — 1)-dimensionale
Iy,y per validitd della [10] sono:

[In,'.va-i] Pzn—i (- RSn -0 H
[I:[mm-—i] P2oa--£ ~0 in B’ﬂ,ﬂ ’
[IIIVI,’.‘I““’.} N = -A-l]- (Fﬂﬂ—-iﬂ O) = {Kij F291--:|.] H

indicando con K, una semiretta orientata uscente da O.
Si verifica subito che per m=1, anche la [10], come gid la [8],
si riduce alla [4], e le [I,,_.), [IL,._,], [(I1L, ..}, alle [L,], [T1,], [TIL,].

5. - Passiamo finalmente alla formula gemerale, che comprende
tutte lo preeedenti [2], [4], (8], [10]. In tale formula appare un'integra-
zione sopra un ciclo I',,; di dimensione n+7 per 1=0,1,2,...,n—1,
onde essa risulta parallela alla formula [7]. Le [8], [10] corrispondono
rispettivamente ai valori estremi di 7:0 ed n —1. Il caso I=1 T’ho
gia trattato in [11], e su di esso non mi fermo, rivolgendomi sen-
zaltro al caso generale,

Premetiiamo qualche considerazione topologica. Abbiamo visto che
nelle [8], [10] le forme differenziali integrande presentano singolaritd
sopra varietd, Ty, , ed O, rispettivamente di dimensione 2n—2 e O.
Nella formula generale, la corrispondente varietd singolare, che indi-
chiamo con Ty, g p, ha dimensione 27 — 272, Ty, 4.0 & costituite
dagli (z41) spazi lineari caratteristici (27— 2!— 2)-dimensionali pas-
santi per il punto O({,, ...,{,), di equazioni -

= —_7 —
[12] %0 =Lo y Z=Ue, -, Zager = Copan
che si ottengono in corrispondenza alle combinazioni oy, ..., &, degli
interi 1, ..., n.

tiene con 7 allo stesso pianc caratteristico di 8,,. Si dimostra che le direzioni
s individuano su T'y,_, un sistema ®2 di linee chiuse js}. B quasi superfluc
osservave che, per nz=1, la [10%] ha la sua analoga nella nota forma che pud
darsi alla formula di Cavceny elementare (cfr. p.es. PICARD [13), pag. 118):

— gwf(t}xj;f(z) (5% + 25%-) log rds .
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Si riconosce che pud eostruirsi nel modo seguente una base per
il gruppo di Bmrri (n —1—1)-dimensionale entro T, . Ripren-
diamo in considerazione l'meedro solido rettangolo X, individuato
dalle n semirette £,,:..,%, di origine O, di cul gia nel n. 3. Per ren-
dere pilt immediati il linguaggio e l'immagine, pensiamo K, come
proiezione da O di un (n— 1)-simplesso k,_,. Sopra k,, si conside-
vino le () faccis (n— I~ 1)-dimensionali, che sono anch’esse simplessi.
Indichiamo con k,,,_;_'f"" la. faccia i cui verficl somo proilettati da O
colle semirette Zg, ..., gng. Sl Rl 10 (n—1— 2)-ciclo contorno
di kb8, Per proiezione da O si otiene lo (n—1—1)-ciclo relativo
H,L_;_Q”"E, contorno dell’(n-{)-edro K ,E‘ 7 Pt proiezione di Ebop bt Ri-
sulta. K0P prodotto topologico di s, ..., fpas: lo supponiamo orien-
tato in conseguenza delle orientazioni delle semirette. Per il contorno
HPy 8 fssiamo Vorientazione che & in relazione positiva’ con guella
 determinata su KBy Pl Fbbene gli (7) cicli Hn_sz’” appartengono .
a Ty, n_s, © costituiscono entro tal varietd la base per il gruppo
di Brrrr (n—I—1)-dimensionale. Non si tratta di una base minima,
glacchd tra i cicli passano le relazioni

e b1,
113) 3 (e =0
per ogni combinazione @y, ..y Buozey degli interi 1, .., 7. Se ne deduce

che il numero di Berrr (n—?— 1)-dimensionale v&]e ("7"), ed una
base minima & costituita dai cicli

[14] Hyy Pt

che si ottengono, per un y arbitrariamente scelto tra 1, .., n e fissato, al
variare della combinazione By, .., Pt degli interi 1,..,v—1,7v+1,...,n
Se ora I',,, & un (n+0)-ciclo di Ry,, non incontrante la varieta
singolare Ty, gy, la sua condizione d’allacciamento con Ty, s, risulta
definita dal coefficienti Qallaccismento con i cieli Hn_;_ﬁ"" , che hanno
dimensione duale in S,,. Porremo: ’

[15] N{h e Pt = All (IIW—I—- ZJ FﬂM) .
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GH (7) interi NP Prt pisnitano emisimmetrici rispetto agli indiei;
non sono fro loro indipendenti in quanto tra essi passano le relazioni
seguenti che si deducono dalle [13]:

-+l

[16] Zj (— 1)1 N BB Brap —0
1

Si osservi inoltre che le [16) permettono di caleolave tutti gli
NP Pt une volta noti i coefficienti d’allacciamento NYPtPatx oorps
spondenti ai cicli di una base minima [14].

Se oy, .,y By, 0, B, & una permutazione degli interi 1, ey My B
els (ary ooy 0, By, o, @ﬂ;l) indica la sua cla{;S@, porremo anche:

HU-I--- a.,,‘m, (_,. 1)015 (@15 ey 034 Bty ooy Bred) I{ﬁ; v Bl ,
[17] I\;rm1 = (___ l)cis(an Uy By ey ) Nﬁl e Bl ‘

Gli interi N, . risultano anch’essi emisimmetrici rispetto aoli.
1.t
Indici, ed & ovviamente:

[IIIn,L} ‘ Nu, ey = Al (Hul, reny O Fm-z) .

6. ~ Siamo ormai in grado di serivere la formula generale. Conve-
niamo d’indicare tra parentesi quadra alouni valori, come por es, (fogy iy T,
per intendere ch’essi vanno eselusi nella, variabilitd di un indice nella.

succossione degli interi 1,..,%. Cosl i simboli >, TT: e simili
i L [Ir,,.:.,?c,;} ey aeny o) . )
reppresenteranno somme e prodotti dove Iindice 3 percorra gli interi

Lo fkyy vy &) .oy m. Con 2 &intendera che la somma & estesa a
Oy <.y

tutte le combinazioni ordinate degli indici ay, ..., %, scelti tra 1,..,n
Con 3 ¢intenderd infine che la somma & estesa in corrispondenza .

Bl
& tubhi i gruppi di valori positivi o nulli degli interi ¢, soddisfacenti
alla condizione S =7. Poniamo inoltre :

8 == (ﬂk— Ch) (&, — fk) = ff’h - Cufg 3
Ol doy = Sigg + oou Sk 3

1

Tk = | ]i —ee———e
oty ooy Beg] Pyl 1 84
£1 e [Roayeer g1 .. 1 . .
iy e T (&=0 interi);

= TT; N
ery oy g (O oo ey + 85)%

..o, parametri complessi arbitrari emisimmetrici rispetto aglindici,.
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La formula & la soguente:

(Bry”

[18] ——r (w—l)f( > Nll oc;) [Cayon ) ==

[ P -3

lI”(f«’n--w‘?m) > (51*51)---[%---,mz]--.(én——.f,.){Ml.--aa"‘asv--a;Z"’31:'-'1[33""’”]"'8"—
nt

¥ LA Fe.=l

i
1 E e,
gom[Ogenes 1Ty 1y oy gl B = =\,
T Zk 1“""“j—xk"jﬂ"'“Lw‘li"'“j-lkujh"'“L Z Suj(’)u,...a;_’xkéjﬂ.’..&; T d(zi,...,z,,,zu,,...,zul,
’ 1 o) Zep=l

e lo condizioni per la sua validitdy sono, oltre la (IIL, ;] le:

{Iﬂ,l] Fﬂ+l C Rﬂﬂ - TQM—EL—E ;
{IL.,] 20 in (Re— Tonesiz) + O -

In analogia con quanto si & avvertito al n. 1 per la formula ele-
mentare [4], se si desidera poter dedurre dalla [18] il valore di f(Gsy -, 2
oceorre Supporre:

N 1...az}‘a;...a,; # 0 .

Oy 0

B sempre possibile soddisfare queste disuguaglianza mediante con-
veniente scelta dei parametri arbitrari *e .., 8d eccezione del
caso in oul siano tuttl nulli glindici N, . (@l che accade soltanto
quendo sia I,,;#0 in Ry, — Topnise)-

Pud riuscire telors utile di serivers la [18] mella soguente forma

complementare:
miy" min-1)
19 ( s AN+ N+ ﬂlmﬁm By oo P —
[ ] (nMWL)! ( 1) * (ﬁl(gf.ﬁmN F‘ i ) f(ti, " Cﬁ) . ':

X - 5 _ _—_— Bios B i
f[‘ f(gi? e 2’")<Z ('— 1) ﬂr(zﬁl - C?‘I) et (Zﬁmw gﬁvh) , Pﬁlmﬁmﬁﬁb"ﬁm Z ms;l...:;m +'Z:;:.

Dty << By, Eeﬁr:«*u—m

1. e [3 . R .

: oo Brea BB 41 e B B2 o Bpti Bt 20 B B1o Bt i1 B .
N—t1 Zh Zi (o ™ Z E; UJaﬁl... BBy BB Ry +1 B

3 {ﬁh‘”?ﬁm] EET=9L—?JL

e By ooy By Bty e [Bay ooer Burd vy B) 3
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dove s1 & posto:
3

g =31+.n+8,,_,

idd 1
qeBree fr — _ .
T:[j e Sy = oo [J] o0 — 85
ﬂl"' p,n o 1 K
wpy ep =11; . N )
A e P

th-Bm parametrl complessi arbifrari, emisimmetrici rispetto gelindici.
K 1Y :

7. - 81 verifica facilmente che la [18] e la [19] si riducono alla [10],
se si fo I=n—1 ovvero m=1 rispettivamente. La verifica & pil co-
moda sulla [19]. 8i osservi invero che in tal caso risulta:

7:{}:_]:.. ; wﬁm__l
el 8""_0-8

e che
Nl:N2: .”=N'n ,

¢id che discende dalle [16]. 8i riconosce inolire che il valore comune
dei coefficienti N* uguaglia il coefficiente N definito dalla [IIL,, ).
Pertanto la [19} diviene:

(n(gi;)r Capb f(ly, ., L) =

fl o2 o ()P EpT) o { ;éf%}f(n——l)w}d@,---,zmsi,---[fs] )
2mmd,
che, soppresso il fattore inessenziale — Sapf, coincide colla [10].
Colla stessa facilith si verifica che la [18] si riduce per Z=1 alla
formula gia data in [11](*).
Qualche avvertenza occorre se si vuole ottenere la {8} come caso
particolare delle [18} o [19], facendo in esse [x=0 o m=n rispetti-
vamente. Invero, per tali valori di Z o di m, una parte delle espros-

(*) 8i tenga conto perd che la definizione adottata nel lavoro oit, per i
coefficienti d'allaccismento differisce per il segno da quella qui adottata.
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sioni che appaiono nelle [18] o {19] pexrde significato. D’altronde s
s trascura questa parte, si vede immediatamente che si ricade offet-
tivamente nella [8}

8. - Accenniamo infine alle linee generali del procedimento col
quale abbiamo stabilito la formula {18].

1 teorema di dualité di ArmxAnDER assicura lesistenze di due
basi duali per i gruppi di Berrn (n—  —1)-dimensionale o (7 + 1)-dimen-
sionale, entro Ty, p.. ¢d entro S,, — Tsu_n_p Trispettivamente. 81 co-
gtruisce nel modo seguente una base (n + [)-dimensionale, duale ai -
quella (n—1—1)-dimensionale costituite dai cicli [14].

i considerino la varietd Anyi®™ di B, di dimensione n+{, de-

finite dalle equazioni

‘@“"Ei*m lzz"’zsi = ey e o] o =i’gﬂdt?b] =1,
[20]

| 2a, L | 1y vy 10— Gy | S

per ogni combinazione oy, .., % degli interi 1, ..., 7. Supponiamo A%

oriontata mediante V(n +Iy-edro di direzioni uscenti dal punto @;=

L, ==y Y5 =Y =0, ordinatamento parallele agli assi positvi
Yoy ooy Yy Tegy vy Ty od orientate come questi. Le varietd
I+1 4
E Gy _ N i— [P IR X
[2l] I‘ﬂ‘-ﬂ = Z B (_‘ 1)1 g Anl-a-t ik
1t

risultano allora (n + D)-cioli, dei quali i seguenti (?z-l—i)

122) pheys
per % arbitrariamente figsato od @y, .., %, una qualunque combinazione

degli interi 1,...[%] ..., 7, costituiscono una base (- Iy-dimensionale cer-
cata. T mutui coefficienti d’allacciamento dolle due basi duali [14], {22]
" risultano:

0 per (ay e @) #Yay o T

(=1 per (o) e W= (Y1s 0 YO

(0ty < ver < %y Yu < e <) -

(98] All (., DFono) = {
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Ora, in virth della condizione [II,,], in un intorno arbitrario

di 0(Cy,...,%,) pud trovarsi un (n+I)-ciclo A,,,, omologo in Re, —Ty,_ar_s

ad un conveniente multiplo pT,,,; del ciclo d'integrazione T,,, (p intero

non nullo). D’altra parte, assumendo abbastanza piceolo il numero

reale 7 che appare nelle equazioni [20] delle varietd AJYi™, si pud
ooty i 08y

fare in modo che i ecicli base I';} appartengano al predetto in-
intorno di O; onde risulta:

Rty ..oy 3 _m
m<...<uzcu1"'°‘£ P?t+l n R’% q‘ﬁvr—2i~2:

[24] Pl b, o0 D
@

dove ¢, .. a, SONO convenienti interi.

Valutando gl'indici d’allacciamento delle varietd a primo e s
terzo membro della [24] con i cicli H,, ., o tenendo conto delle [15],
[17], [23], si ottiene ¢q,. o =(—1)'pNy, . q. Pertanto la [24] pud seri-

versi:

12

[25] _pr-nH o (_' ]-):P Z Nu.l... oy r:e;::i...a; il’l REva - Tm—zt—z '

7 a:<--.<at

Cio premesso, si dimostra che la forms differenziale integranda
a secondo membro nella [18], che indicheremo succintamente con

P == Z CPu,...aLd(zij ey By 20&;: sery 2&4) 3
Oy <<y
risulta rogolare ed integrabile in Ry, —Ty, 5. Questo significa che it
differenziale esterno di Carraxn do & identicamente nulle in Ry, —Ts,_s_s.
In queste condizioni si pud, per il calcolo dell’integrale, sostituire a
Iy un ciclo omologo in R,, Ty, s, senza altersre il risultato.
Pertanto, tenuto conto della [25], il secondo membro della [10] vale:

[26] =1 e Novw [9
[k‘} l\kal ran O'.l

Ricordando la definizione [21] dei cicli T%{* e le velazioni [16]
intercedenti fra gl'indiei Noyotyy 10 [26] si trasforma facilmente nella

1 Y Vowfo

c:;<...< u'l, A_Cu...o’.t
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ed infine, tenuto conto delle equazioni [20] delle varieta Af,i,';““,l nella;

[27] (-——1)1 Z Na;...alf ?Gl...uld(z!_) ey \zﬁ? 'zdul y ey éal) .
A_“l"'uz

O < e L0y

Restano da calcolare gli integrali indicati sopra Ai™. Si riesce
nello scopo facendo tenderc » a zero, cid che non altera il rvisultato
globale data Varbitrarietds di ». Si stabilisce per tal via che la [27]
si riduce al primo membro della formula [18], Ja quale risulta cosi
dimostrata.
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