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SUR L’ALLURE DES FONCTIONS ANALYTIQUES
AU VOISINAGE
D'UNE SINGULARITE ESSENTIELLE ()

M, SILVIO MINETTI

SvumArRIvM. — Iie breviter referuntur enunciata permulta (quornm demon-
stratio in proxima commentatione dabitur) de ratione qua functic holomorpha se
gerit prope alignod suum puncéum singulare essentiale, quae enuncinta apparent
inter simpliciores et inexpectatas analyticarnwm funelionum proprietates. Mac
ratione in magnam partem patefit influxus quem punctum singulare essentiale
exercet in distributione valorwmn funectionis eirca ipsura.

INTRODUCTION

1. - 11 s'agit simplement d'un bref Mémoire divisé en 4 partios
successives dans lesquelles je donnerai des nouvelles propositions qui
so rapportent d'un cbté aux travaux esquissés, sur le swjet indiqué,
de Pécole scandinave et frangaise (Lixperdr-Iversexy et Monwer), d'un
“aufre c8té aux travanx, bien connus, sur«e méme sujot, do M. Juria
(droites de Julia) et de M.M. Osrmowsxy, Bizeerpacn, Mitvoux,
CarLemMany, VavniroN, Nevanninna ete. (*). J'ai cherchd pour tous ces

(*) Nota presentata dell’ Accademico pontificio Ugo Amaldi il 19novembre 1945,

(*} Pour s’orienter sur le sujet on peut consulter: VALIRON, «Mémerial des
Sc. Math.», fasc, IT, §9 pap.16; § 11 pag.18; §12 pag. 20; §20 pag. 33, 84 et 8b;
§21 pag.85. ~ VALIROR, « Mém. des Scienc. Math. », fage. XXX VIII, § 10 pag. 21, 22;
§1L pag. 23, 24 et 25; §12 pag. 26, — Juwa, «Legons sur les fonetions uniformes
olc.», Paris GV, 1923, dans I’éspece le §62 pag. 97, - MonTDL, « Ann, Ee, Norm, Sup.»,
1816, - Junis, «Ann. Ee, Norm, Suep.», 1919, - Puis Osrrowsxy, «Math. Zeit.»,
Bd. 24, 1925, ~ Puis BisBerBaCH, « Math. Zeit.», t.II et . ITT; Mivnoux, C.R. Ae. Sec.,
t. 176 et sa thése: « Journ. de Math. », 1924, pag. 345, - NevANLINNA R., <Acta
Boe, Sc. Fennicaes, t. 50, -~ VanmroN, «Bull. Soc, Math, », §, 4b; ¢, R. Ac. Sec., t.166;
«Ann. Ee. Norm. », 1922, - CarneMany, « Avchiv for Math, », t. 1B,

18 Acta, vol. IX.
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problémes de pousser mes investigations jusqu'aux bouts possibles eb
j'ai ou ninsi Voccasion de renmcontrer dans lI'Analyse, si l'on veut
méme par hasard, quelque théoréme (et bien plus d’un) qui, depuis le
célébre théordme de M. Lanpau de 1904, somblent étre parmi les plus
remarquables et méme les propositions les plus inattendues de la
théorie des fonctions.

Je me bornerai ici & dénoncer les résultats auxquels jo suis par-
venu ot qui ont été déjd l'objet de discussions nombreuses et appro-
fondies parmi l'école mathématique de Rome etf, en particulier, de la
part de M. M. les Proff. Boxpiaxy, Fanrareis, PicoNs et Suvent (*).

Ce" bref résumé ne contiont d’autre part que quelques-uns des
principaux théorémes que j'avais établis depuis longtemps (Cagliari
1942) et qui, complétement remanids et singulidbrement acecrus, figu-
rent dans un important Mémoire, présenté & cette Académie dés le 20
juin 1944), Mémioire, qui n’a pas pu encore paraitre dans les Commen-

4

tactiones de cette Académie & canse des circonstances.

DEUX MOTS I’ ENSEMBLE
SUR LE CONTENU DES QUATRE PARTIES SUIVANTES: I, 11, LI, 1V

Dans la 1% partie aprés awvoir donné quelques définitions j'introduis
de nouveaux concepts qui jouent dans tout ce qui suit un rdle toub
a fait essentiel.

Dans la ITtme nous verrons ce qu'il arrive pour une f(z) dans un
socteur S,, non privilégié (3), dans lequel, c'est-d-dive, la f(z) admet
(outre que o) deux valeurs exceptionnelles finies et;distinctes a et b
(@ +b). Lécole scandinave (Linpenow-Iversun) et P'école frangaise

() Cela an cours de quatre conférences que j'ai tenues en Mai 1846 & 1'In-
stitut Royal de Hautes Math. de Rome. — Jo saisis ici l'occasion de reme:r-
cier publiquement en particulior M. le Prof. Picone pour les subtiles et sagaces
ohservations qu'il bien voulut me faire & co sujet et qui déclaircirent singulidve-
ment les choses,

(®) On suppose ici: f(#) fonction holomerphe ayant au point z=0 une sin-
gularité ossentielle, S.p un secteur du plan des z ayant z=0 pour sommst.
Voir pag. 188 et pag. 14]. :
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(Monrrr) y avaient travailid. On y verra surtout a cété de plusieurs
nouvelles simples propriétés de limitation et de convergence, une
propriété bien singulidre de f(2), & savoir: sa convergence dans un S,,
vers une valewr exceptionnelle est complitement indépendanie des argu-
ments de points de Vensemble sur lequel cette convergence a licu.

Dans la III*me nous étudierons le thdéoréme de Picard dans un
secteur, probléme dans lequel reatrent d'un cdté les recherches de
M. LinpELor et Iversen et dun autre cdté plusieurs travaux de
M. M. BiepErBacy, VALIRON et Miuroux.

On verra ici & quel degré de généralité nous avons eu occasion
- de parvenir dans ce genre de guestions.

(Yest dans cette partic gque nous exposerons un théoréme qui doit
étre considdrd comme le thdoréme plus ewpressif de fout notre Mémoire.
On le verra & sa place, nous renongons ici & le synthétiser.

Dans la IVime pous étudierons, enfin, la caractérisation de rayons
privilégiés 7, issus de 2=0, tels que dans tout leur voisinage angulaire
ge produit le phénoméne Pioarp (*). Ces rayons 7, sont done, au moins
probablement (*), plus généraux que ceux de M. Jurza,

Méme ici apparaitra un fait analytique nouveau et insoupgonné:
Un rayon » (issus de 2z = 0) peut &re caractérisé comme rayon privi-
ldgi¢ v, seulement de Vallure de la f(2) sur des simples suites de points
convergentes & zéro reposant « entibrement et seulement » sur 7 ().

Avertissement. ~ Dans toub ce qui suif j'al cru convenable de re-
porter, argument pour argument, en premier lieu les résultats jusqu'ici
connus & ce sujet, et puls, rapidemment ceux que j’al eu ococasion
d’établir,

Ceci rendra plus aisée 'évaluation immgédiate du chemin parcouru.

{(*) Buivant leguel la F{#) y acquiert, ¢t un nombre infini de fols, loutes
valeurs finies sanf une aun pius.

() En vertu de la gquestion Bloch soulevée dés 1926 (voir Brocu, «Mém,
8¢, Math. », fase, XX, III, 15, pag. 16, septibme ligne},

(%) Tandis que jusqu’ici, méme pour la caractérisation des rayons r de Julia,
gqui sont auw moins probablement moins généranx des rayons privilégids ry, on
exigeait des conditions superficielles,
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Tore PARTIE

DErNrrioNs BT NOUVEAUX CONCEDYS

1. - Soient une fois pour toutes:

a) Définition du domaine: S un sccteur du plan des 2= pe™® de
sommet, par exemple, 2 =0 et ultérieurement défini par les inégalités
Po < ¢ < @uy (91 7F 90) (-

b) Définition de la fonction: f(2) une fonction holomorphe dans
S mais ayant en 2z == (0 une singularité essentielle (qui, par rapport
au plan des z, peut &tre isolée ou non).

¢) Définition des ensembles considdrés: I, un ensemble de points
P, = oVeiv™ de § convergente & z=0(%)..

d) Définition de convergence & zéro de Uintériewr du domaine: On
dira que E, converge & 2=10 «de lintérieur de S» si o tendant
4 zéro on a quel que soit Uindice n, ¢,+ 6 <o g0 avec a>0
fixé & l'avance et, bien entendu, tel que ¢, — ¢ > ¢, + . En outre: un
couple d’ensembles E, et E, chacun du type E,;, et fous les deux
convergents & zéro de lintérieur de 8, sers désigné par C(E,, L,).

" Tous les B, que nous considérerons ensuite satisferont & la condi-
tion d), '

e) Définition de suite mixte bornde par rapport & une constante IC:
Si E, et E, sont deux ensembles E,, jappellerai «suite mixte bornée »
extraite du couple C({I%;, I,) une suite du type

n, (4 2

Pt g 1 O 2 -
P (2) ¥ (loﬂéujz = Pf'?l(;)) ou Pn ]) t (P?iu) Pﬂ.( )); _p l Z' 3, ey
P ip

qul soit bornée (*)

() Il apparaitra évident de ce qu’il swit qu’on pourrail, plus généralement,
considérer, an liew de §, ux domaine queleonque & simplement connexe duquel
== {0 soit point frontiére.
(%) On verra aisément ponrquoi j'adople le symbole Eo, c’est-b-dire Ia letére
I affectée d’un indice «.
(®) L*¢lément géndrique p(")’) de la suite des valeurs des p qui figure an

e .
dénominateny, on 'anrait pu indiquer, bien entendu, avec la notation, par exemple,
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)
. . P o ;
Lt si la suite m%)— (par exemple), satisfait, quelle que soit la va-
.

g Tae s b puld . .
leur de l'indice p, & la condition _"%)"<K’ elle sera dite «suite mixte
7,

ap

bornde par rapport & la constante K, et elle sera désignée par le
symbole ¢ (K).

2. — Cela posé, J'introduis les nouvelles définitions fondamentales
suivantes qui jouent dans toub ce qui suit un réle tout & fait essentiel:
Ttr¢) Un ensemble 15, sera dit hypotendant( a zdro et désigné
a
avec le symbole By, si I'ensemble des valeurs wp(%;w, (s = oY est,
borné. il
ITemey Dans le cas contraire E, sera dit hypertendant zévo,
TIItme) Le couple C(E,, B,) sera dit hypertendant & zéro si
avec les 8léments de E et de K, on ne peut pas domner naissance &
sucune suite mixte bornée o (I).

TVeme) Dans le cas contraire le couple C(E,, E,) sera dit nor-
mal. B, et K, donneront donc naissance (avec leurs éléments) 4, au
moins, une suite mixte bornée o (K).

Vimey Le couple C(E,, I,) sera dit rdgulier si & chaque suite
S,, extraite de E,, correspond uue suite S,, extraite de I,, telle que
C(8,, 8,) est normal, et réciproquement en changeant E, avec E,.

VItmey C(E,, B,) sera dit, enfin, uniformément régulier si,
C(E,, E;) étant déjd régulier, il existe une méme constante K> 0
telle que pour chaque suite S, extraite de I, il existe une suite S5,
extraite de I, telle que C(8,, S,) donne lieu &4, an moins, une suite
mixte bornée par rapport & XK, et réciproquement en changeant K,
avec I,. Le couple C(8;,S,) est done normal. Quelquefois on pré-
cisera la chose en disant que le couple C({I,18;) est uniformément
régulier par rapport & la constante K.

pmp mais jo préfére la notation gue j'ai adoptée. Dans cette notation, c’est-i-
dire dans pg)‘; , on doit entendre g, = ¢{p} avec g{p) entier positif ponr p
7

entier positifl
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8. - I suit immédiatement gue:

a) Si By =B, =LK, C(I§, K,) = C(L,, &,) n’est pas hyperten-
dant & zéro.

b) Si K, est obtenu de II, seulement par variations arbitraires
(égales ou différentes de zdro et méme variables de point & point) des
arguments des points de E,, C(E, E;) est un (particulier} couple
d’ensombles uniformément régulier.

On démontre en outre ln suivante (
Propriété fondamentale. - 81 B, est hypotendant & zéro, C(E,, E,),
ost, quel que soit K, normal,

Done:
Condition nécessaire pour que C(I,, I,) soit hypertendant &
zéro est que ni E,, ni I, solent hypotendant & zéro.

at:
Condition suffisante pour que C(I,, Ii;) soit normal est que
B, on E, soit hypotendant & zéro,

Observation. — A ce point on peut bien justemeit se demander:
La notion d'ensemble hypotendant & zéro (qui, comme on le verra
dans la suite, jous dans notre spéeulation amalytique un rdle tout
& fait essentiel) est-slle un pur artifice de caleul ou bien rentre-t-elle
dang la nature des choses?

Un beau théordme de M. Montel de 1916 (*) et que j'avais, dans
mes recherches, incidemment retrouvé éclaireit cette question fonda-
‘mentale; c’est le suivant:

« 81 f(2) est holomorphe autour de l'origine z=0; sl 2=0
« esl un point singulier essentiel de f(2); si dans le voisinage de z == 0,
« f(2) admet une valeur exceptionnelle finie, par exemple f(z) == 0; si
&Py, P'gy eory Ty oo SOME Jos modules des racines de l'équation f(z) —a==0,

. : o L
« (a0 rangés par ordre de grandour déeroissante on a lim —*% =1,

n>w Fn

"~ () Voir MostEL, « Ann, e, Norm, Snp. », t. 33, 1916, pag. 253 et 254,
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L’ensemble des racines de la f(2) — a == 0 [quel que soit a== de
la valeur exceptionnelie zéro que l'on a admise po{n’ la f(z)] est bien
done, toujours, un ensemble hypotendant & zéro; il est, de plus, un
bien particulier ensemble de ce type ().

I[éme PARTIE

SUR L'ALLURE DE f(#) DANS LES SECIRURS S,, NON PRIVILEGIES.

Cotte deuxidme partie se rapporte plus étroitement, comme on
I's déja dit, aux travaux de I'dcole scandinave et francaise (LiNDELOP-
“TverseN ot Mowrer). Introduisons ici explicitement la suivante:

Définition de sectewr 8., non privildgié, et de sectewr S, privilégic.
8., ¢'est un secteur de sommet z =0 ol f'(¢) est holomorphe exception
faite pour 2=0 et ol f(z) admet deux valeurs exceptionnelles finies
ot distinctes a e b {(a==d), (outre que l'co); au contraire S, c’est un
secteur oft la deuxidme de ces conditions n’est pas remplie: dans un
S,, done, f(2) acquiert toutes valeurs finies sauf une au plus.

A) Principaux résultats déjd connus & ce sujet.

Dans son classique Mémoire de 1916 M. Monten, OL étant un
rayon issu de z=0 et intérieur & un sectour 8,, = AO0B, dit préci-
sément ainsi (?):

« Examinons maintenant le cas d'un secteur AOB, dans lequel
«une fonetion f(z) est holomorphe, sauf au point O et rappelons
« A"abord les résultats obtenus par M. LINDELSF et ceux que j'al obtenus
« précédemment relativement & P'ensemble des valeurs limites de f'(2).
«lorsque z tend vers zéro en restant & lintérieur du secteur.

« Supposons que‘z tend vers zéro en suivant le rayon O, si
« une dos valeurs limites de la fonction f(#) qui ne prend dans le
« secteur ni la valeur zéro ni la valeur un est égale & 0, 1, ou oo, il

(1) Des ensombles de points hypotendants & zéro de ce type partioulier avaiont
6té déjh rencontréds, d'ailleurs, méme par M, Ostrowsky (Math. Zoit., Bd 24, 1925).
(*) Voir Monrrs, «Ann, Be. Norm. Sup, », t. 33, 1916, § 17, pag, 2060.
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«en sera de méme sur tout autre rayon situé & ’intdrienr du secteur
« AOB.

« 8i sur le rayon OL, les valeurs de f(2) ou de A ou de ——~im——

20 e

«ont leurs modules bornds, il en sera do méme pour tout autre
«rayon OL/.

« Enfin, si sur OL, f(2) & une limite unique &, f(z) tend unifor-
« mément vers cette limite dans tout secteur A'OB’, complétement
« intérieur 4 AOB ».

Puis M. MoxteL ajoute des nouvelles propositions & ce sujet mais
de moindre importance que les précédentos.

Eh bien vis-a~vis de ces résultats je vais immédiatement présenter
les théordmes suivants:

BY Propositions nouwvelles.

1) Méme si sur un simple E,,, (ensemble hypotendant & zéro) (%)
d'un 8,,, f(2) tend vers une quelconque de ses deux valeurs oxcop-
tionnelles finies @ ou b, f(2) est, & Vintérieur de 8,,, bornée (*).

et bien plus généralement:

2) Bi dans un 8,,, f{z) converge, méme sur un simple I,,,
vers une limite finie queleonque, f(2) est, & I'intérieur de S,,, bornée (*).

1Y

3) Si donc f(2) n'est pas bornée & lintérienr d'un 8,,, sar
n’importe quel E,, de S,,, F(¢) ou bien ne converge pas, ou bien
converge vers la valeur oo (),

4) 81 méme sur un simple E,, dun 8, f(2) converge vers
une (queleconque) « de ses trois valeurs exceptionnelles (donc ou « — a
ou a==h ot w==o0), f(2), & 'intérieur de S,,, converge uniformément,
vors cotte méme limite «.

- {1) Bien entendu, je le dis une fois pour tourtes: «hypotendant & zdro de
P'intérienr de S.p».
(%) Cela signifie exactement ¢a: f(z) est bornée & l'intérienr de chaque
sectour A'OB' de sommet 2z = 0 intérieur a S, = AOB; (A0 5= AOQ, B'O == BO).
() Ce théordme contient, comme cas particulier, le précédent.
(*) Ce théortme est une conséquence immédiate du précédent; on 'n mis,
toutefols, en 6vidence A canse de son expressivitd et de son importance.
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B) Si sur un quelconque (') ensemble E, (de points de S,,, tendant
a zéro de lintérieur de 8,,) f(z) converge vers une (queleconque) o
de ses trois valeurs exceptionnelles «, b, ou oo, f(2) converge de méme
vers o sur tout autre ensemble K, de 8,,(*) tel que le couple C{E,, E,)
soit régulier,

Done en particulier:

6) Si sur un gquelconque ensemble E, de points de S,, tendant
4 zéro de l'intérieur de 8,,, f(2) converge vers une (quelconque) «
de ses trois valeurs exceptionnelles (finies ou infini) @, b, oo, elle con-
verge aussi vers o sur tout autre ensemble de points de 8, (toujours
tendant & zéro de l'intérieur de S,,) qui s’obtient de K, par variations
arbitraires (méme variables de point & point) des arguments des 8lé-

ments de K,

En d'autres termes:

« La convergence de f(z) a Vintdviewr dun 8,,, sur des suites de
« points de S,, tendantes & zdro, vers une de ses (trois) valeurs ewcep-
« tionnelles (findes ou infinie), est complétement indépendante des argu-
« ments de points de Uensemble sur lequel cetfe convergence a liew ».

De 1y évidemment, suit, comme cas trés particulier, le premier
théoréme (de Linprnor-MoNTrL) énoncé dans A.

(") C'est-A-dire hypo ou hypertendant i zéro,
(*) Qui, bien entendu, est, comme I, tendant & zéro do l'intérienr de Sy,
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ITTéme PARTIE.

"TuE THROREME DE PICARD DANS UN SRECTEUR.

A) Principaux vésultats ddja connus & ce sujet.

@) Feole scandinave: Théoréme de Linprror-Iversen (U).

« Soit T un domaine infini du plan des # limité par un seul con-
« tour sans points multiplos ot désignons par 1" et I' les deux bran-
« ches infinies de ce comtour,

« Soit d’autre part f(z) une fonction monogéne n’admettant & I'in-
« tériour et sur le contour du domaine T d’autre singularité & distance
« finie que des pdles.

« i cette fonction tend sur I' et I vers la méme limite ou bien
« ellé tend uniformement vers cette limite dans T, lorsque z a,ugmente
« indéfiniment, on bien elle prend toute valeur, sauf deux au plus, en
«mne infinité de points compris dans T.

« 8 la fonetion f(z) tend sur I' et T" vers des limites distinctes
< olie prend toute valeur, sauf deux au plus, en une infinité de points

« intérieurs & T »,

Remarque. ~ J'ai reporté ici textuellement Uénoncé de M. Ivensey;
il est évident, d'ailleurs, que les faits: 1°7) de considérer au bien d'une
fonetion holomorphe une fonction méromorphe; 2¥2¢) de considérer
an Heu d'un secteur le domaine T déclaré dans l'énoncé; 3*%) de con-
sidérer lo point singulier essentiel & l'co au lieu de le considérer en
z == 0, comme nous le faisons, n'ont pas d'importance essentielle.

Ce qui joue, au contraire, un réle dominant c’est le fait que Von
doit supposer la fonction régulitre méme sur le contour du domaine(*)

(1) Cet énoncé ost extrait de la thise de M, Ivmrsun {Helsingfors 1914)
pag. 20, 11 étend ot précise, grice & la représentation conforme un théordme de
son Maitre M, LinpeLor (Helsingfors 1908); lire & co sujet JULIa, «Ann, Fe.
Norm. Sup. », t. 36, 1919, pag. 98,

(*) Telle done que si 'on applique le théorbme an cas d’une fonction holo-
morphe, sur le contour de T la fonction doit &tre véguliére au sens uguel du mot,
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(sauf, bien entendu, au point singulier essentiel) ot que [(z) doit tendre
sur les deux branches T’ et I' du contour vers une limite unigue.

Fn d’autres mots les deux branches du contour du domaine T
doivent &tre, pour la validité de la proposition, pas moins que deux
chemins de détermination de la f(2)(*). Bt 'on bien sait quel degré
de difficultd présente I'étude, non seulement de la distribution, mais
méme de T'existence de ces chemins existence qui, d’autre part, n’a
pes été abordée, ot dans des cas extrémement particuliers, que pour
celui des singularités essentielles isoldes.

b) Feole mizte allemande-francaise. (BirerrpacH, Mroux, Va-
LIRON) (%).

On y rencontre les théordmes suivants:

1) « Boit 8(2), (z = rei*) une fonction admettant une singula-
«rité & lorigine, mais holomorphe dans un sectenr S, |z|< Ry,

“P << P < gy +-7i; soit A un angle de sommet z == 0 intérienr & §;
«80it M (r, A) le maximum de |6(z)| pour les points [2]==r apparte-

«nant & A; soit p == Hm log, M(r,A)

étant appelé Dordre de f{(2)
. —Togr ' °©
« dans A, o

« Cela posé: 8i (2) est holomorphe dans un sectewr S d’ouver-
«ture - ot ost d’ordre supérieur & y dans un angle intérieur, clle

< prend toute valeur, sauf une au plus, sur un ensemble de points
«de S admettant 'origine pour point limite »,
C'est le théoréme de BiEsErBACH.

2ime) Dans le cas d'une F(2) admettant le point co pour point

essentiel et holomorphe autour de ce point le précédent théordme

' ; ’ . ; .7 1 : - .

s'applique dés que lordre p dépasse o i} existe an moins un angle
A ) i '

(et méme deux comme le remarque MirLoux) d’ouverture — 4-¢, ¢ dtant

() Lire & ce sujot JuLia, « Le¢ons sur les fonctions uniformnoes ete, », Paris
Gauth.-Villars 1923, § 56 pag. 91, et aussi VALIRON, « Mém. des Sc. Math, s,
fase. TI, § 21 pag. 85.

(*) Je reporte iei presque taxtuellement I'exposé sur ce sujet de M. VaLirow,
«Mémor, de Sc. Math, », fase.TI, § 9 pag, 15,
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positif et arbitrairement petit, dans lequel ¥'(z) — s’'annulle une in-
infinité de fois, sauf peut-dtre pour une valeur de .
(Pest un théordme de M, VALIRON.

geme) M, MrLroux a complété ensuite le théoréme 1% en définis-
sant dans S une suite de régions dans lesquelles les fonctions K (z) —
s'annulient.

. 1 o i
4émey S F(z) est d'ordre p supérieur & 5 s différent de oo,

clle prend une infinité de fois toute valeur, sauf une au plus, dans
un angle fixe mais arbitraivement placé dont Iouverture est supérieure

an plus grand des deux nombres % ot 2w — —.

(Yest un beau théoréme appartenant aussi & M, BigBERBACH.

B) Propositions nouvelles.

Vis-a-vis des précédents théordmes je présente ici, em me bor-
nant aux propositions prineipales établies dans mon Mémoire, les énon-
cés suivants:

1) 8i f(2) est holomorphe dans 8 {1); si B, et B, sont deux sim-
ples ensembles de points de S fendant & zéro et tels que E=5,+1L
tend & zéro de Pintérieur de 8, le couple C(L,, E;) étant noymal, et
si f(2) sur E, tend vers une valeur v, et sur K, vers une valeur #,
(v, == v,) ©, 6tant valeur exceptiounelle de f(z) dans 8, (finie ou infinie).
f(z) ncquiert dans S, et un nombre infini de fois, chaque valeur finie
sauf une an plus.

Dans § so produit, en d’antres mots, lo phénoméne Proarp.

Done, en particulier:

gume) §i O(E,, E,) est un simple couple normal, et si sur I,
f(z) converge vers une limite finie, tandis que sur Ty converge vers
Vinfini, dans S, sans autre chose, so produit le phénoméne Picarn (*).

{) On ne suppose plus ici, ot dans la suife, (bien entendn) que le sec-
feur 8 soit un Spp.

(*) Ce théordme est un cas particulier du précédent, il est vrai, mais quoi-
gue moins généwal, il est plus oxpressif et plus compréhensif. Que Pattention dn
lectenr soit attirée sur cet énoncé,
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" Remarque. - Le 1% théoréme précédent conduit en oulre a une
conséquence considérable et immédiate qui cependant doif étre ici si-
gnalée; c'est la suivante:

Si O(L,, E,) est un couple normal et si f(2) converge sur Ii;
vers une limite », et sur F; vers une limite v, (v,3=v,) v, ¢'est Punique
valeur exceptionnelle finie de f(2) dans S.

gemey 8i sur un L, de 8, f(¢) converge vers une limite finio
et si dans lintérieur de 8, f(2) n’est pas bornée, le phénomens Proanp
so produit dans 8 (%).

Llemarque, — Les points de 'ensemble E,,, peuvent &tre, en par-
ticulier, les zéros d’une fonction entidre, que je peux arbitrairement
placer: d'ici des nombreuses consdquences sur lesquelles je ne peux pas
icl m’entretenir.

4tmey Si le couple C(E,, E,;) est régulier, E =1, +E, tendant a
zéro de lintérieur de S, et si une des valeurs limites de f(2) sur I,
ost exceptionnelle, tandis que toute autre valeur limite v, de f{z) sur
B, est distinete de »,, dans S se produit le phénoméne Picarn.

Done, en particulier mais d'une fagon bien plus expressive:

By §2 le couple C(K,, K, est réqulier, B==E, + I, tendant
& zdro de Dintdrieur de 3, il suffit seulement que sur Ky, f(2) soit bor-
nde tandis qu'elle ne le soit pas sur E,, pour que dans S, [(2) acquiert,
et wn nmombre infini de fois, toutes valeurs finies sauf une awu plus ().

Kt encore plus en particulier:

6emey Bi les éléments correspondants des ensembles 1, et K, tout
ayant ces modules égals ont des arguments méme tout 4 foit différents
et si sur By, f(2) est bornée et sur E, ne V'est pas, ¢a suffit pour que dans
8, f(2) acquiert et infinie fois toutes valeurs finies sauf unc-au plus.

(*) C'est une conségnence du précédent théoréme 20me ot de la propriéié
fondamentale des ensembles de points énoncée pag. 4.

{*) Qu'on veuille bien réfléchir sur la portée, la simplicité et Pesthétique de
cette proposition, méme on se rappelant que de couples particuliers d’ensembles
E,, B, réguliers sont ceux olt l'ensemble E, est obtenu de E, par des varia-
tions arbitraives (méme variables de point & point) des arguments des éléments
de I, (voir la proposition Géme gnivante),
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Muis il y a do plus:

Temey G C(E,, Ey) est un couple réqulier par rapport 4 une
méme constante X (ou uniformément régulier) et si V== borne supé-
rieure des valeurs limites de [f(2)] sur B, et 'V, est Uanalogue de 'V,
sur B, Uune des deux, par ex. V,, dant finie, il existe une constante
M>0, M==M(K,V,), telle que st |V,—V,|>M, f(2) acquiert dans 3,
et un nombre infini de fois, chaque valeur finie sauf une aw plus.

Cefte proposition est celle que nous avons déclarée comme devant
étre considérée la plus avancée dans nos recherches.

Ce qu'il y a d’étonnant dans son énoncé, c’est précisément ceci:
Est-ce-que Uon auwrait pu jamais soupgonner qu'un simple trop remar-
quable écart entre les wvalewrs maxima, ou bornes supdricures qu’elles
sotent, des valewrs limites de |f(2)] sur deux simples ensembles de points
du sectewr tendants wvers le point singulier, aurail pu, tout seul, pro-
voquer dans le méme secteur le phénoméne Picard?

Et pourtent cela arrive.

Il est évident, d’ailleurs, que ce nouvesn fait analytique demande
encore beaucoup de recherches,

Ivéme PARTIE

SUR LA CARACTERISATION DES RAYONS PRIVILHGIES 7.

Passons maintenant & la derniére partie:
A) Résultats déja connus.

@) Le célébre théoréme de 1880 assure que le phénomeéne Pi-
cARD arrive dans le voisinage (complet) du point singulier; M. Juria
se demanda si on aurait pu préciser davantage son siége. D’ou la no-
tion de droites de Juria; la voiel (*}:

Soit f(2) une fonction entitre; solent les deux cercles |z|==a,
a

|2] =5, a >0, b>0; 7

> 1; dans la conronne comprise entre les deux

(%) Je donne ici en deux mots cette notion en me plagant, pour fixer les .
idées, dans le cas des fonections entibres, '
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cereles, il existe un point (dit point de Julia), au moins, ol la famille
[(z0") n'est pas normale. Lo semi-droite joignant l'origine & un tel
point est dite direction de Juria de la fonction entiére considérée ().
Cette définition est, en outre, indépendante du nomhre & (*).

Ceci étant bien clair que dans le voisinage d’une telle direction,
toute valeur finie, sauf une au plus, est prise, et une infinité de fois,
par la f(2).

Le pas était achevé,

Deux observations. — Il faut cependant remarquer gue:

1ev) 11 est douteux que la réeiproque soit exacte; c¢'est-i- dire
que si dans tout voisinage (angulaire) d’un rayon issu du point sin-
gulier f(z) acquiert toute valeur finie, sauf une au plus, le rayon soit un
rayon de JuLia (%).

2tmey que dans tous les travaux de Juria et de ses disciples pour

ddcider si un rayon est du type indiqué, il fant s’assurer qu'il passc

par un point P de la couronne dans lequel la famille f(z0¢") n’est pas

normale, ce quil exige que soient veérifides des conditions superficielles.

M. JuLia (1919-21) fit alors une étude approfondie des ensembles

des points P ol la famille n’est pas normale; beaucoup d’autres 'ont
suivi et ont poussé les recherches dans cefte direetion.

b) La question de la caractérisation d'un rayon comme rayon
de Juria, qui est & la base de toutes ces spdeulations analytiques,
fut reprise six années aprés par M. Ostrowsky dans son bean mé-
moire de 1926, Il donne une condition néeessaive et suffisante pour

~ (% Il est juste de remarquer que, d'un certain peint de vue, le mérite prin.

cipal sur ce sujet appartient & M. Montel; ce fut lui, en eoffet, qui dédmontra le
premier, que la famille f{zo"} n’aurait pas pu étre normale dans la couronne (voir
Monrur, «Ann. Eo. Norm. Sup. », t. 88, 1916, Ch. II, § 12 pag. 262); ceci n'amoin-
drit pas, toutefois, la grande valenr des recherches de M. Julia lequel, avee une rare
intnition, prévit gue l'observation svivant laquelle, dans ces conditions, il ¥
aurait en certainement an moins un point de la couronne ot la famille n'ayrait
pu dtre normale, devait entrainer une fonle de trdés importantes conséquences en
particulier pour ce qui coneerns une détermination dun théoréme de Picard.
M. Julia ouvrit ainsi tout un nouveau chapitre de la théorie.

(®) C'est ce qu’a démontré M. VALIRON (voir « Bull, Soc. Math, », Qéme série,
t. 49, pap. 68-78),

(!} Question soulevée par Bloch dés 1926,
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qu'un point P soit un point de JuLia et, en conséquence, pour que le
rayon OP soit une droite de Juria(*). Cette condition qui est done seu-
lement suffisante pour juger si un 7 est un r, est, d'autre part extréme-
ment compliquée et, tandis que pour la caractérisation des rayons r de
Juria elle & plutdt (méme seulement) un intérét théorique, pour celle
des rayons 7, (au sens déclaré pa,g.}.%';?") en plus d’exiger des conditions
superficielles elle glisse, par sa méme nature, dans un krack complet (%),

B) Propositions nowvelles.

Ceux qui ont bien suivi notre exposé devinent désormais sens
peine ce qui suit: en effet, si les deux ensembles E, E,, de points
de S, dont on parle dans les nouvesux théorémes présentés dans la
précédente III#me partie sont tangentes (®*) & un méme rayon r issus
de z =0, ou si, en particulier, ces ensembles s'étendent totalement sur 7,
r est (il est bien évident) un 7,, ¢’est-d-dire, un rayon privilégié: dans
tout son voisinage f(2) acquiert, done, et une infinité de fois, chaque
valeur finie sauf une au plus, et le phénoméne Picanp se produit.

Je n'insiste pas d’avantage sur ce point évident; je vais énoncer
toutefois quelques théorémes pris au hasard; ce sont les suivants:

16r) §i B, et E;-sont deux simples ensembles de points tendants
4 zéro tels que le couple C(E,, E;) est normal, gisant en entier sur ‘
un rayon intérieur & S issus de 2==0 (ou qui sont, tous deux,
tangents 4 # au point z == 0), il suffit que sur K,, f (2) tende & une
limite finie, tandis que sur B, tend & Vlinfini pour conclure que 7
est un rayon privilégié r, (*).

20mey Dans les mémes conditions si B, et K, sont tels, pour
plus, que le couple C(E,, E;) est régulier, 4 la convergence de f(2)

(1) 'Tel que, done, dans tout son voisinage, se produise le phénoméne Pleard.

3) 11 sernit long de justifier iei celte assertion; j'en ai exposdes les
raisons dans mes conférences de Mai 1945 tenues prbs le R. Institut d’Houles
Math. do Rome. Pour une claire exposition des conditions de OsTROWSKY live s
VALIRON, « Mém, Sc. Math. », fasc, XXX VIIL, § 10 pag. 21, 22 ot 28,

(*) Avec une claive signification de ce mot. .

{1) On pourrait ici remarquer qu’s l'aide des propridtés bien connues de la
représentation conforme on pourrait considérer des chemins aboutissants au point -
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sur I, vers une limite finie et sur E, vers Uinfini, on peut remplacer,
tout simplement, ces deux conditions: sur E,, £(2) est bornée; sur E,
elle ne l'est pas.

et tout pareillement:

gtmoy Si B, et I, gisent toujours en entier sur # (on sont tangents
tous deux & 7 au point z=0) mais si le couple C(E,, |,) est,
cotte fois, régulier par rapport & une méme constante K (ou unifor-
mément régulier) et si V, == borne supérieure des valeurs limites
de [f(2)| sur B, et V, est I'analogue de V, sur B, (%) il existe une
constante M >0 telle que si |V, —V,!>M, le rayon » cest, tout court,
un rayon privilégié =, (tandis qu'il est M == M(K,V,)).

Le nouveau fait analytique annoncd pag. %‘?ﬁ' est done par le fait,
bien mis en duvidence.

Lemarque. — Je pourrais désormais me taire; mais dewx choses,
toutefois, me poussent encore & poursuivre un. instant; il s'agit de
ceel:

Supposons, pour fixer les iddes que la £(2) admette, au point z =0, .
umn point singulier essentiel isolé; que OL soit un rayon issu de z == Q
sur lequel f(z) soit bornée, au moins dans le voisinage de 2 ==0, et qu’on
ait placé su OL un appareil physique capable de déceler que sur OL,
f(#), dans ce voisinage n’est plus bornée, par exemple, avee Pallumage
d’une lnmpe électrique; eh bien, les théorsmes tout 4 ’heure rappelés mon-
trent que OL tournant antour de O & chaque allumage et & chague extine:
tion dela lampe correspond «un passage» de OL sur un rayon privilégié (2).

singulier =0 bien plus généraux que de simples rayons issus de ce point. CPest
ce quw'a fait le premier, M. JuLtA; mais cela, & mon avis, n’a pas d'importance
essentielle. Il s’agit, en effet, on tout cas; de propridtés qui ont ce double ca-
ractdre: Ier elles sont satisfaites asymptotiquement tout Ie long du chemin con-
sidéré (ou mienx, dans une bande, si restreinte qu'slle soit, qui contienne & son
intéricur le chemin), donc dans une certaine direction issue de z=0; ITéme olles
sont sabisfaites dans tout voisinage, si petit qu'il soit, du point singalier,

(*) L'uene des deux, par ex., V, étant finje, }

{*) Pour &tre plus préeis: chaque fois que OL en tournant autour de #2=10,
la. lampe s’éclaire on s’éteint, on est assurd, ou bien que I'on a surpassd, ou
bien gue Fon est sur un rayon privilégid 7, (réfléehir par exemple, b la fiz) = e
lorsque OL tourne autonr de z==0), :
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J'ajoute enfin que les hypothdses rattachées aunx théorémes -
damentaux présentés dans la IIPme ot la IV®1® parties ne somt bhas,
comme on pourrait raisonnablement le craindre, des hypothéses prati-
quement irréalisables; elles sent au contraire, comme je l'ai démontrs,
certainement, réalisées (par exemple dans le cas d'un point singulier
essentiel isold) méme dans un secteur du plan complexe des 2, qui
n’envahit pas ce pla,n‘en entier.

Tl.n'y & done rien d'illusoire dans ce que j'ai supposé, et J’aché-
verai ce bref exposé en remarquant que, vu les précédents résultats,
jamais la reprise foncidre de létude de Vallure d'une fonction ana-
lytique au voisinage d'un point singulier essentiel, ne s’est imposée
comme on ce moment, en suivant les nouvelles directions ci-dessus
indiquées: ' ' "






