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SULLE SUPERFICIE UGUALMENTE ILLUMINATE
DA UNA SORGENTIE LUMINOSA

GIOVANNI SANSONE

SvMMaARIVM, — Auctor asguationem differentialem partiniem cuiusvis super-
ficiei, quas & puncto lucido aequalem ubigque luminis quantitatem accipit, intograt,

1. - Nel quarto dei suol opuscoli analitiel Prerro Paorr (%)
determinava le curve piane T i cui punti sono tutti ugualmente illumi-
nati da una sorgente luminosa O appartenente al piano delle curva.

Riferito il piano di T’ ad un sistema di assi cartesiani ortogonali
%,y con lorigine in O, poiché la distanza di O dalla retta tangente

alla ‘curva T' in un suo punto {x, %) ha lespressione ﬁw
da® + dy®
lintensitd dell'illuminamento prodotto da O in (x,y) & proporzionale

xdy —ydx

@ 1 gV de s dy
bono soddisfare l'equazione di Paori(*)

, le coordinate del punto (x, %) di I' deb-

[1] pdy —ydo
(@* + "V da* + dy?
Passando dalle coordinate cartesiane x, y alle coordinate polari o,
[2)] r=opcosh, y=psenh
(*) Nota presentata dall’Accademico Pontificio Francesco Severi il 26 agosto
1946,

(*) Prerro Paorx liburnensis, Opuscula Analytica (Liburni, 1786), pagg.1v +
176 + 1 tavola; Opusculum IV, De problemata Optica, ubi de quibusdam sequa-
tionibus differentialibus, pagg. 168-173.

(* Cir, P. Paowui, op. cit. in {}), pag. 168.

18~ deta, vol. IX.
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e come dice L., Mascmrron: (') operando con la trasformazione di
Paowr [2}, dalla [1] si ottieno l'equazione differenziale a variabili se-
parabili
!/1———9" db = pdp ;
questa possiede I'integrale
18] =1
cui corrisponde la circonferenza con centro nell’origine O e raggio
unitario, e l'integrale dell’squazione differenziale
(1___ Pd)v—.{ﬁdP‘Z: d(20)
il quale vale
arc cos p*== 20 + ¢ , {c = cost.) ,
OVVEro
[4] p?=cos (20 +¢) .

Questo probiema, fu ripreso nel 1781 da Vrirrorio FossoMBroN: nel
suo Saggio di ricerche sull’intensitd del lume (*); ogli osservava espli-
citamente che la [4] & Vequazione della leminiscata di Guacomo Bem-
nouLLr (%).

Il FossoMproN: comnsiderava altri problemi della stessa natura o

chiudeva il suo lavoro (*) determinando Yespressione analitica dell'il-
luminamento prodotto da una sorgente luminosa situata nell’origine O

su un elemento della superficie S di equazione.
S: z=z(=x,y), [&,y, 2 coordinate cartesiane ortogonali}, di centro

(@, y, 2).
Poiché la distanza dell’ortgine O dal piano tangente alla S in
(%, 7, 2) vale

“om TV oy TP

v
1+ oz\* v Dz\?
o) \oy
(*) L. MascurnroNi, ddnotationes ad calewlum indegralem Fuleri, P.1, Pavia
-1790 {pagg. 66-71); Pavia 1792 (pagg. 65-58); Cfr. L. EuLERI, op. Omnia, (1), XTI,
{pagg. 482-487), papg. 483; (pagg. 589-542), pag.539. Cfr. anche G. Vivawnri, Nuovi
esercizt di Analisi infinitesimale tratti dalle Matematiche Applicate, (Pavia, 19186),
pagg, 273-274, ’
(*y Arezzo, 1781, pag. xxvi + 112 +1 tavola.

{(*) V. FossOMBRONI, op. cit., pag. b8.
(4) Cfr. V. FossOMBRONI, op. cit., pag. 106,
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~.Tilluminamento prodotto da O sull'elemento considerato & proporzio-

nale a
oz F .
Y ow ty Qy —F

oz [ozyv¢
2 2 23[2 F o
(@ + y* + 2% \/H(M) + (ay)

talch® lequazione delle supérﬁcie ugualmente illuminate dall’origine O
in ogni loro punto si ottiene integrando 'equazione alle derivate parziali

=1. O

(6]

. '(‘)' 2 O 2
R = 2

Il FossomsroN: nel lavoro ricordato non andava oltre nella que-
stione, e scopo della presente note & appunto l'integrazione dell’equa- -
zione [B] che non sembra sia stata da altri conseguita.

2. - Passando dalle coordinate cartesiane @, ¥,z alle polari g,0,p
con il polo in O e I'asse polare coincidente con l'asse z si ha

[6] x==psenfcoso, y=psenfsene, z=pcosh,
8 ge
S:e=1p(b9)
- @ lequazione della superficie 5 si ha anche (*)
0 2
— 2 hd hitid
02 _ p sen Ocoscp+senﬁcosﬁcosqpae sen(pa(?
D H
P (p cos 0 + sen O -g—g-) sen 6
o Qo
e 2 Al i 4
Eiz ¢ sen esel1c;>+senﬁcosﬂsenrp90+coscp9(9 |
oy (p cosf 4+ sen 6 g—g) sen

(1) Evidentemente se 8 & una superficie che soddisfa il problema, qualungue
superficie omotetica ad S rispetto al centro O, soddisfa il problema stesso,

(*) Cfr.ad es. G, Sansony, «Lezioni di Analisi Matematica», II (Padova 1941),
Cap. II, n. 19, pag, 118,
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e la [0] tenendo conto delle {6] e di quest'ultime diventa

1 2
6* [9‘3 sen® 0 + sen® 0 (;OE) + (;%) =sen®l ,
ovvero
1(0p\F 1 [0p™\
P2 i —r ] =
[7] (P>+4(ae)+4sen20(ocp) =
Posto
[8] . 92.: cos 27

dalla {7} si trae per r(8,¢) V'equazione

o7\? 1 for\? s
[IM(DE) — TG G(;éu;{;)}sen 27 =0,

e pereid T==0 e

(% =11,

la quale rappresenta la sfera con centro nell'origine e raggio unitario,

oppure
' oT\? 1 CD": 2 —1
20 + sen®f E)go) o

Da questa otteniamo

or
=gen), ——==senfcosi,

[10) 5

o
20
e le condizioni di integrabilith di questo sistems danno per la fun-
zione A(fH, ¢) Vequazione alle derivate parziali

N oOh '
7e) S€ . — = cos | 8
[11] sew G sen A 57 T cos A P cos Doos 2|,

talchd se %(B,¢) & una soluzione di questa equazione, dalle [10] ot-
teniamo

P 1]
[12] =(5,¢) = (sen 0) [cos % (9, 0)do + [sen X (0, ¢)d0 + ¢, [c==cost]

Do By
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Abbiamo dunque che le superficic S cercate, oltre le sfere unitarie (1),
somo le superficie di equazione [8), ove v=1(0,9) ¢ determinata dalla [12],
[2], essendo in quest'ultima (8, ) una soluzione dell’equazione [11].

3. - 10 facile conseguire l’integfa,zione dell’equazione [11]. Si os-

servi infatti che a tale equazione & assoclato il sistema differenziale
ordinario
‘ d) d daX
[13] = %% - )
sen 8 sen ) cos A cos 0 cos i

Si ha da questo
' ctg 6 dl =tgrd), dlogsenlcosh==0,

- quindi
[14] sen 0 cos A = ¢y, {¢, = cost.) ,
percid
do= ar iislf’lm _ d (L~ c*)y 4% sen h
cos Veosth — ¢2 VT = ¢,®)~7% sen A"
da cul
[15] ¢ = arcsen % = ¢y, (co = cost.) .

Le {14] e [15] integrano il sistema differenziale [13), e poichd si
ha da esse
sen A

VT son*0 oosoh

senf cosk == ¢, ¢ — arcsen = gy

ne viene che Vintegrale generale dell’equazione [11] (come si pud peraltro.
verificare direttamente) ha Iespressione

sen i

= I (sent 0 cos %)
J/1 — sen? 6 cos® X

[16] ® — arc sen

dove ' & una funzione arbitravia del suo argomento (*).

(*) Cfr, ad es. a) U. Dini, Leziont di Analisi Infinitesimale, 1T, (2% parte),.
(Pisa 1915), pagg. 892-898; D) Il Goursar, Cours d'Analyse Mathématigue, 11,
(Pars, 1026), pag. B7b.
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- Per le cose delte se A =x(f, 9) & una soluzione di questa equa-
zione, la superficie p*= cos 2v(0, ¢), dove <(§,¢) si determina con
la {12} fornisce una superficie 8 la quale gode la proprietd richiesta.

4. - K facile vedere come si determina la F quando si prescriva
-alla superficie S il passaggio per una curva

P: p=p(p), [0S <]

-del pisno (z,¥), [0 = %] .
Definite infatti la funzione =,(¢) coll’equazione

' 1
() = 5 aro 008 ()

1 ha dalle {8] o [12], ponendo in quest'ultima 9:.%:.. ,

)

'ro(cp):fcosl(%,qa)dqa+c, - [¢ = cost.] ,

Qo
|

quindi

s (p) =arccos v,(9) ,

o] A

& dalla [16]
¢ 5 = Flv,(9)]

-che determina appunto la funziono F.

Con lo stesso procedimento si determine la I quando si prescriva
alla superficie § il passaggio per una curva appartencnte al cono cir-
".colare con il vertice ncll’origine, con l'asse coincidente con l'asse
polare, e di angolo conico .

8. — a) Esaminiamo i casi particolart in cul si abbia

X
J17] ¢ —aresen i == cost., senbcos: = cost. .

1— sen®f cos®*
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Nel primo esso, & meno di una rotazione attorno all’asse polave
- potrd supporsi

sen A
V'1-Tsen®0 cos®h

© = arc sen

da cul si ottiene
tgh = cosl tgo

e il sistema [10} diventa

o7 cos § tgo or sen ¢

J— AN S— ,

% T Viteostitgte | 29 VItcow0ige

guindi
T == arc sen (sen ¢ sen0) ,

ed essendo = cos2r=1—2sen’r si ha p*=1—2sen’*psen®d e
moltiplicando per ¢* ¢ tenuto conto delle [6] abbiamo infine

(m2+3ﬁ+z2)9:w2+32—y2

che & Vequazione della superficie ottenuta ruotando di un giro com-
pleto attorno all’asse y la lemniscata di BerNourur (32+42%)% — (22— ) = O
del piano y2, con il nodo nell’origine, e il semiasse focale appartenente

all'asse 2z ¢ uguale a -i—;gm ‘.
T manifesto del resto, per le cose dette al n. 1, che una tale
superficie soddisfa il problema.

¢) Valga ora la seconda delle [17], si abbia ciod
senfcosh=c, {c = cost.)

il sistema [10] si scrive

o /sen® 6 — ¢? 1 —
26 sen § o0 T T

sen §

Y R
= /’m[{_s_en b —c af +co+e, (¢ cost),
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e poichd
A e
I/SBD. ’ ¢ A48 = [——*&Ij—e'——‘ dt—c? [ -.d-«-e-—-—————-mn
sen f I/sentf — ¢* sen f P sen? — ¢t

cosh [ sen?lh — ¢
= — Ar¢ 86N — = — € AYC SCN. e
1i—¢t V1T-—ctsend

le superficie S corrispondenti al caso in esame hanno Vequazione

f sen® — ¢t
cos }/sen ¢ + 01]

- (3 B0 BB ——

Vi—ct !/liczsenﬂ

o? == cos 2 [ccp -~ BYC SEN

con ¢ e ¢ costanti,

Nel caso particolare di ¢==0 si ha p*=co0s 9(6 - 8), B, = costante,
e questa rappresenta l'equazione delia rupetficie di rotazione ottenuta
facendo ruotare una lemniscata di Bamwourir con il nodo nell’origine

di semiasse focale e in un piano per lasse polare, di un giro
b

L
Ve

completo attorno & tale asse.






