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KONSTRUKTION UND KLASSIFIKATION
DES ACHTZELLS 3¢

(Mit 4 Figuren)

ALBERT ZIRWES 8. 1.

SvmMariva. — Investigatur problema, utrum et quomodo numeri seriei na-
turalis 1 usque p* (val cuingcunque seriei arithmeticae) in spatio n-dimensionali
distribui poseint, ita ut statui asquilibrii indifferentis aequiparari queant. Dantuy
formulee generales ot exemplis 8% et 3¢ evolvuntur secundum theoriamn nwinerorum
-8t grupporum duae methodi, quibus resolvitur quaestio, quae simul classifica-
tionem et enumerationem solutionum necnon generalisationem p* permittunt.
Exemplum maximae symmetriae accuratius discutitur.

EINFUHRUNG.

Das regelméssige Achtzell Z; ist der Masskorper des 4-dimensio-
len euklidischen Raumes R,, so wie Quadrat und Wirfol es im R,
und R; sind (*). Die Anzahl N der ¢-dimensionalen Begrenzungsele-
mente filir den allgemeinen 2-dimensionalen « Wiirfel » ist gegeben durch

1 N:Z"‘“‘I(Z) fiir ¢=0,1,2 8... 7,

sodass die Gesamtzahl der Begrenzungselemente, also

% 241—41(”) _— 371 ,

q

(*) Memoria presentats dail’Accademico Pontificio Francesco Severi il 25 set-
tembre 1945,

{1) Fiir die geometrischen Aunsfihrungen im folgenden vgl, etwa P. I ScHoUTE,
Mehrdimensionale Geometrie, Lpz., 1905,

12 4eta, vol.IX.
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immer eine Potenz von B ist. Eg ist eine bekannte Aufgabe der ad-
ditiven Zahlentheorie, die ersten 9 natirlichen Zahlen so den Kcken,
Kantenmitten und der Flichenmitte eines Quadrates zuzuordnen, dass
in dem entstehenden quadratischen Zahlenschema die Summe der
3 Zahlen in den Reihen, Spalten und den Diagonalen immer die
gleiche, und zwar == 15 ist. Es gibt nur eine Lidsung, namlich

8 3 4

1 5 9

6 7T 2
wenn man die Zahlenverteilung, die durch Rotation oder Spiegelung
aus der ersten hervorgeht, als identisch ansieht. Man spricht von einer
indifferenten. Gleichgewichtslage der Zahlen, eine Ausdrucksweise, die
dadurch gerechtfertigt erscheint, dass die Summe der statischen Mo-
mente in bezug auf eine belisbige Gerade durch den Mittelpunkt bei-
derseitig die gleiche ist. Legh man z. B. eine Gerade durch B,

8/
5
/7

die zwischen 8 und 4 einerseits und 6 und 7 anderseits hindurchgeht,
o haben die Zahlen 1 und 9 die doppelte Entfernung von der Geraden
wie 8 und 6 oder 4 und 7; die Zahlen 8 und 2 haben die dreifache
Entfernung, sodass die Summe der statischen Momente betragt:

8 4
1 9
§ 2

(B+6)-7+1.-248.3=(4+7)-1+9-2+2.38
36 = 85

In der vorliegenden Arbeit soll die Verallgemeinerung fiir hohere
Dimensionen untersucht werden; denn fir die Verallgemeinerung in
der Ebene, also fir die hoheren Zahlenquadrate 4%, b? nsw. gibt es
viele systematische Ligsungen, auf die deswegen nicht weiter einge-
gangen sein soll (*). Mit der Verteilung der natiirtichen Zahlen in
Zahlenkuben hab sich sicher schon Frrmat beschaftigh. In einem Brief
an Rev. Pére Mersennz de Ordre des Minimes (undatiert, wohl

() Vgl. 2. B. verschiedene Abhandlungen in Vol. 7 der Series 1. von L. Ku-
LERI, Opera omnia, Lipsiae et Berolini, 1923, und die in der dortigen IEinleitung
angefithrte neuexe Literatur. ‘
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um 1640) schreibt er: (*} «Je passe bien plus ouire en passant aux
solides qui le sont effectivement, j'ay trouvé une regle generale pour
ranger tous les cubes & Vinfiny, en telle fagon que toutes les lignes
de leurs quarrez tent diagonales, de largeur, de longeur, que de hau-
teur, fassent un méme nombre et determiner outre cela en combien
de fagons differentes chaque cube doit étre rangd, ce qui est, ce me
semble, une des plus belles choses de I’Arithmetique » ... Wie so ofters
bei Feraar ist uns nichts Naleres itber die erwahnte Verteilungsregel
und das Abzéhlprinzip iberliefert; und das dem Brief beigefiigte
Beispiel 4 scheint nicht den aufgestellten 72 Forderungon entsprochen
zu haben; denn in einem spiteren Brief an denselben Pater bemerkt
er zu den Einwendungen Frinicrms: « Pource qui est des cubes, je
n'en say pas plus que Monsieur Frenicle, mais pourtant je puis les
ranger tous & la charge que les Diagonales seules de guarrez que
nous pouvous supposer paralleles & I'Horison, seront égales aux cotez
des quarrez, ce qui n'est pas peu de chose». Ks ist sogar unwahy-
scheinlich, dass Frrmar die Zahlenverteilung fur 3% gekannt hat; sonst
lasst es sich nur schwer erklaren, dass bis in die heutige Zeit eine
Verteilung der Zahlen 1 bis 27 in dem Wiirfel 8° gewbdhnlich als
unmoglich angegeben wird, obwohl 4 verschiedene Lisungen existieren.
Im Sinne Fermats ist eine Losung allerdings nicht moglich, weil er
die Forderungen fiir die Flichendiagonalen und nicht fin die Kdrper-
diagonalen des Wirfels stellt,

I. PORMULIERUNG EXAKTER BEDINGUNGEN.

Weil bei den héher-dimensionalen Kérpern noch die Zelldiagonalen
usw. hinzukommen, ist cine genaue Angabe notwendig, fiir welche
Diagonealen die Forderung gleicher Zahlensumme gestellt wird. Beim
n-dimensionalen Masskorper p” (d. h. einem solehen, bei dem in jeder
Kante p Zahlen stehen), ist die Anzahl der verschiedenen Diagonalen
2] D, = 2 (7 ) p™ k=12
wo D, die Gesamtheit aller Zahlenreihen parallel den n Dimensions-

achsen,

(*) Varia Opera Mathematica, Tolosas, 1679, pp. 174, 177
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D, die Flachendiagonalen in allen Schichten,

D; die Winfeldiagonalen in allen p?

D, die Zelldiagonalen in allen p* bedeutet usw.

Ist p ungerade, so ist der Mittelpunkt des p* mit einer Zahl besetzt.
 Die Gesamtheit der Dy-Richtungen durch diesen betragt also, da sie
unabhingig von p ist,

3] }7_2»_1(2) :-;—(3"*-1)

Wir stellen jetzt die Minimalforderung auf: Die gleiche Summe
der p Zahlen (p>2) soll vorhanden sein

1) fiir alle p* in allen I}, und D,;

2 fiir ungerades p auch in allen D, durch den Mittelpunkt ;

3) fiir pz 271 in allen D, iiberhaupt;

4) fiir pz2°+1 auch in allen Parallelen zu den D,, den
(p ungerade) sogenannten Nebendiagonalen,

Unter Beriicksichtigung, dass in der Formel [3], die fir die For-
derung 2) gilt, die D, und D, durch den Mittelpunkt mitgezihlt sind,
ergeben sich fir die Fille 3° und 3 37 bzw. 144 Bedingungen.

II. KONSTRUKTION DES 3° IM B, NACH ZWEI METHODEN.

Nach diesen allgemeinen Klarstellungen sei der Anschaulichkeit
halber die Konstruktion des Wiirfels 3* vor der des Achtzells 3¢ be-
handelt. In einem Wirfel seien die Fcken, Kantenmitten usw. mit
einer der Zahlen 0,1 oder 2 bezeichnet, wie es Figur 1 angibt. In den
Kantenmitten steht die fehlende Zahl, in den Flachenmitten entweder O
oder 2, derart dass eine Flichendiagonale alle 3 Zahlen enthilt, die
andere also dieselbe Zahl drcimal, Tm Korpermittelpunkt stehe 1. Wir
stellen fest, dass die Summe der 3 Zahlen in allen D, wnd D, die
gleiche ist, nicht aber in allen D, in den Flichen, wohl in denen
durch den Mittelpunkt. Unter Beibeheltung der zur Kérperdiagonalen -
1,1,1 senkrechten « Einerebene» gibt es noch eine andere Lésung,
eben die, in der die Zahlen 0 und 2 vertauscht sind. Wir bilden jetzb
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dreizifirige Zahlen in den verschiedenen Punkten des Wiirfels. Die erste
Ziffer gei gegeben durch irgend ecine Lage des Wiirfels, die zweite
und dritte durch andere Raumlagen des Wiirfels, die durch Drehung
oder Spiegelung hervorgehen, wobei nur darauf zu achten ist, dass
die Korperdiagonale 1,1, 1 jedesmal eine andere Lage hat. Da fitr jede

0

der 4 méoglichen Richtungen 2 Zahlenverteilungen =zur Verfigung
stehen und die Reihenfolge der Auswahl beliebig ist gibt es also

(g)-23-3! Lb’suﬁgen, die aber nicht alle von einander verschieden

sind, Um nur verschiedene [Liésungen zu erhalten, ist noch durch die
Ordnungszahl der erweiterten Bewegungsgruppe des Hexaeders (also
durch 48) zu dividieren. Man erhilt daher 4 verschiedene Zahlenver-
teilungen. Die orthogonalen Transformationen mit A = — 1 kidnnen
zur Bewegungsgruppe gezihlt werden, weil z. B. eine Spiegelung im
R; eine wirkliche Bewegung im R, ist; ein Wiirfel o® lisst sich im R,
durch eine Doppeldrehung um ein Paar zu einander orthogonaler
Ebenen so bewegen, dass alle seine Eckpunkite in die gegeniiberlie-
genden tiberfithrt werden. Man tiberzeugt sich sofort, dass durch die oben
angegebene Zahlenbildung alle 27 Kombinationen von 000 bis 222 vor-
kommen miissen. Bezeichnet man sie der Grosse nach mit 1, 2, ... bis 27,
oder was dasselbe ist, geht man vom Dreiziffernsystem unter Addition
von 1 zum Zehnziffernsystem tiber, so sind die Zahlen 1 bis 27 so
im Wirfel verteilt, dass sie den 87 Bedingungen gentigen.

*12  Acie, vol. IX.
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Line andere Art der Losung ist folgende. Wir sahen oben in
Mg, 1, dass in den Flichenmitten, also in den Koordinatenachsen,
. nur die Ziffer O oder 2 vorkommt. In den Flachenmitten des end-
giiltigen Wiirfels konnen also nur solche Zahlenkombinationen vor-
kommen, die im Droiziffernsystem keine 1 enthalten. Solcher Kom-
binationen gibt es aber nur 4 Paare, mimlich die den Zahlenpaaren
1/27, 3/96, 7/21 und 9/19 zugeordneten, Unter einem Zahlenpaar ver-
stehen wir hier 2 diametral gegeniiberliegende Zahlen, Fir die 8 Koor-
dinatenachsen ist also eine Auswahl aus vieren zu treffen, sodass dio
Anzahl der Lésungen ( g) = 4 igt. Mit der Festlegung von 3 Zahlen-
paaren in den Flichenmitten sind auch alle anderen Zahlen eindeutig
bestimmt, ohne dass man auf das Dreiziffernsystem zurtickgehen muss.
Eine Losung sei als DBeispiel gegeben, und zwar die, welche durch
Rotation des Witrfels der Pig. 1. um eine Korperdingonale 0-2 entsteht:

1 17 24 15 19 8 26 6 10
23 2 16 7 14 31 12 25 b
18 22 2 20 9 18 4 11 27

Die 8 Zahlenquadrate hat man sich iber einander zu denken. Fir das
Olktaeder der Michenmitten wurden hier die Zahlenpaare 3/25, 7/21
und 9/19 gewihlt, Im mittleren Quadrat stehen in den Ecken die
arithmetischen Mittel der beiden nicht anliegenden Kantenmitten; so
ist 16 der Mittelwert von 9 und 21. Das gleiche gilt fiir die Quadrate,
die in den anderen Koordinatencbenen liegen. Das fehlende Zahlen-
paar 1/27 kommt in zwei der 8 frei gebliebenen Ticken zu stehen, und
zwar dorthin, dass die Verbindung 1-8 und 25-27 dieselbe Lage Lat
wie etwa 7-9 oder 19-21, die die gleiche Differenz haben. Die restlichen
Zahlen konnen dann durch Differenzenbildung ausgefllt werden.
Auf die Gleichgewichtslage der Zahlen wird spiter in der Arbeit noel
eingegangen werden.

Die Bedingungen 1) und 2) wurden oben als Minimalforderuugen
bezeichnet. s gibt namlich im Wiirfel noch andere Weisen, in der
man die gleiche Summe von je 3 Zahlen bilden lLanu. Fin Wirfel .
kann auf 4 Arten in einem regelmassigen Sechseck geschuitten werden,
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nimlich senkrecht zu eciner Kérperdiagonalen durch 6 Kantenmitten
und den Korpermittelpunkt. Im obigen Beispiel sind die 4 Schnitte

16 22 22 23 23 17 17 16
8 14 20 15 14 15 20 14 8 15 14 13
6 12 5 6 11 6 12 11

Die Summe der 3 Zahlen, die in den Schnitten die FEcken eines
regelmissigen Dreiecks bilden =z B. 8, 22, 12, ist 42, wie in den D,
und Dy, Von den 4 Schnitten ist einer jeder Losung eigen (dieser
enthalt nur gerade Zahlen); wahrend jeder der 8 anderen auch bei
viner anderven der 4 Lidsungen vorkommt.

I KONSTRUKTION DES 3 IM R, NACH DER ERSTEN METHODIE.

Bei der Kounstruktion des 3° in beiden Losungsarten wurden ein-
gehender gerade die Einzelheiten behandelt, die einer induktiven
Verallgemeinerung fihig sind. So geniigh es jetzt, die Konstruktion
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des 8* in Kiirze anzudeuten. Das Achtzell ist nach Formel [1] begrenat
von 16 Ecken, 32 Kanten, 24 Quadratflichen und 8 Wiirfeln. Figur 2.
stellt eine orthogonale Projektion desselben auf eine Ebene dar (*).
Irgend ein Eckpunkt sei mit O bezeichnet; an den Enden der von
dieser Ecke ausgehe.nden Kanten sollen die von O verschiedenen
Zahlen «, B, 1, 8 stehen. Durch « Vektoraddition » findet man die Zahlen
an allen anderen Eecken. Zwei diametral gegeniiber stehende Zahlen ha-
ben als Summe immer o+@+7v+3. Da, wie beim Wirfel der Fig. 1,
einer O immer eine 2 gegeniiber stehen muss, ist «+f+y+3=2 (mod 8)
zu wihlen, Es gibt b Loésungen fir die Kongruenz, némlich

o« B vy B >
1, 2 2 2 2 8=2
2, 2111 BEEQ (mod 3)
8. 1 211 =2
4, 1121 b2
b, 111 2 b=2

Wihlt man etwa die letzte Reihe, also a =B==y=1 und § =2,
so erhilt man eine Zahlenverteilung, wie sie Figur 8. angibt. Noch
an weiteren 4 Eckpunkten tritt hier eine O auf, und zwar derart, dass
gerade die 4 anderen Losungen der Kongruenz alle vertreten sind.
Das ist bei jeder Auswabl ans den 5 Liosungen der Fall, sodass es
wesentlich nur eine derartige Zahlenverteilung gibt. Die Zahlen in
den Kanten-, Flachen- und Koérpermitten werden bestimmet, wie fiir
den Wirfel angegeben wurde. In der Zellmitte steht eine 1. Wir
stellen auch hier fest, dass in den 4 Koordinatenachsen, also in den
8 Wiirfelmittelpunkten nur die Zahlen O oder 2 vorkommen. Die
Summe in den 8 Zelldiagonalen D, ist die gleiche wie in allen D,.
Die Ebenen, die durch den Zellmittelpunkt un die beiden Eckpunkte
¢ und £, bzw. & und ¥ oder « und y, bestimmt sind, enthalten jede
neunmal die Zahl 1 in quadratischer Anordnung. Bei den R,-Bewe-
gungen zur Bildung vierziffriger Zahlenkombinationen darf eine solche
« Finerebene » hochstens noch einmal mit sich selbst oder einer an-

(1 5. 8.L. Vax Oss, Vorh, d. K. Ak. d. Wetensch, Amsterdam, Deel VIL, I,
(1901). :
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deren zusammenfallen. Auszuschliessen sind also solche wiederholte
Drehungen, bei denen diese Kbenen als Rotationsebenen ganz in Ruhe
bleiben; wie auch solche, bei denen sie in sich selbst nm den Mit-
telpunkt rotieren; endlich auch solche, bel denen sie ineinander iber-

gefithrt werden (*). Die Ordnung der erweiterten Bewegungsgruppe
ist 2. 41 = 884, sodass trotz der obigen Einschrinkungen noch sehr
viele Bewegungen und daher auch Lésungen méoglich sind, Zur ge-
nauen Bestimmung der Anzabl und zur Klassifikation der Losungen
bedienen wir uns der zweiten Losungsmethode.

{*) Eine genauere Definition fiir den Ausschluss wird spiter gegeben werden.
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IV, KLASSIFIKATION UND KONSTRUKTION
NACH DER ZWEITEN METHODE,

Rein schematisch kann eine quadratische Anordnung von 81
Zahlen, wie sie in den weiter unten stehenden Losungen wur Anwen-
dung lkommt, ein Zahlenachtzell darstellen. Im folgenden Quadrat,
wo jeder Buchstabe wieder ein Quadrat von 9 Zahlen vertritt, hat
man sich A @ber B und C als Wiirfel vorzustellen und zugleich in
der 4. Dimension A auch @iber D und G. Ebenso D iber E und F;

- - - B - -G -
P — .._+.... _ .. -
- D - 4+ B - T -
. ..+..,. _ .
-G - - M- - -

B iber E und H; dann noch G iber H und J, und endlich C ther
¥ und J. Von den 4 Koordinatenachsen gehen 2 durch die mit
einem + bezeichneten Punkte, die 8. durch F und D; die 4. durch B
und F. Das sind die Mittelpunkte der 8 Grenzwifel. Zur Besetzung
dieser Punkte mit Zahlen stehen 8 Paare zur Verfigung, die in den
zugeordneten Viererkombinationen des Dreiziffernsystems keine 1 ent-
halten, und zwar

18l 8/79 U 975 19/68 24/61 2557 27/65.

Die hier zu treffende Viererauswahl ist aber nicht mehr ganz willkiir-
lich, wie es beim 38° der Fall war. Wahlt man etwa fir die Kon-
struktion des Witrfels D, E, F 3 Zahlenpaare aus und bestimmt durch
Mittelwert- und Differenzenbildung die anderen Zahlen dieses Wirfels,
so kann es vorkommen, dass die Zahlen eines der b restlichen Paare
schon in diesem Wiirfel aufireten, also fiir die Besetzung der 4. IKoor-
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dinatenachse nicht mehr in Frage kommen. Das ist immer und nur
dann der Tall, wenn bei den ausgewihlten 4 Paaren (sie seien nur
noch mit der kleineren Zahl bezeichnet) dieselbe Differenz zweimal
auftritt. So gibt es 12 Ausnahmefille:

1-3 79 79 19-21
6 Iiile: 1-8 19-81 7-3 2527 5 mit gleicher Aweierdifferenz,
1-3 25-27 19-21 25-27

1 Fall: 8-7 21-25 mit gleicher Viererdifferenz,

DR
4 Fille: 1'2;- ,‘]ﬁ_?gg g'g é?'g% } mit gleicheyr Sechsordifferenz,
1 Fall: 1-9 19-27 mi¢ gleicher Achterdifferenz.

Die Gesamtzahl der Auswahiméglichkeiten und somit der verschie-
denen Lijsungen befrigt also (2) — 12 =58, Die Klassifikation erfolgt

nach den verschiedenen réumlichen Lagen, die die nicht ausgewihlten
Zahlenpaare im Achtzell einnehmen komnen. Zu diesem Zweck teilen
wir die 8 Zahlenpaare in zwei Klassen ein, je nachdem bei ihnen im
Dreiziffernsystem die Ziffern O und 2 in gerader (I. Klasse) oder um-
gerader Anzahl (11, Xlasse) vorhanden sind.

I. Kiasse: . 1/81 &78 21,61 2557 von der Form dm + 1
II. Klasse: /19 U6 19/63 2755 von der Form 4m + 8

Brster Fall: Aus einer Klasse selen alle, aus der anderen also kein
Zahlenpaar zur Besetzung der Wirfelmittelpunkte gewihlt, Kg gibt

2. (i) : (%) = 2 Moglichkeiten. In beiden Fallen stehen die nicht

gewihlten 4 Zahlenpaare symmetrisch in 8 Ecken des Achtzells,

Zweiter Fall: Aus einer Klasse seien 3, aus der anderen alse noch 1
Zahlenpaar gewihlt. Ts gibt 2 . (g) . (‘i) = 32 Moglichkeiten. Das
in einer Klasse nicht gewihlte Paar steht in einer Ecke, die drei
anderen in Kantenmitten.

Dritter IPall: Aus beiden Klassen selen je 2 gewahlt; hier treten die er-
withnten Ausnahmefille anf. Stehen die gewihlten Paare im obigen
Klassenschema beide tiber einender oder ganz getrennt, so treten
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gleiche Differenzen anf. Diese beiden Fille eind also anszuschlies-
4
P
nicht gewihlten Paare treten nur in Kantenmitten auf,
Durch die Festlegung von 4 Zahlenpaaren fir die Wiirfelmittelpunkte
sind wie beim 3° auch alle anderen Zahlen eindeuntig bestimmt. Seien
X diese 8 Zahlen, so finden sich durch Mittelwertbildung zwischen
diesen alle mit einem * bezeichneten Zahlen. Es sind die Flichen-

gen, sodass es noch (é) . (( )—w 2) = 94 Mdglichkeiten gibt. Die

— e [ ™ _ e e

R — X - N e

— . - - e P
* - r X % - K w
X X - X *

- K k X% - ® -

- - - P ™ J

- - ;FX ™

{
¥
1
i
*
H
t
]
t

mittelpunkte des Achtzells oder auch die Ecken der Quadrate, die in
den 6 Koordinatenebenen liegen. Da, wie wir oben sahen, die Zahlen-
paare mit gleicher Differenz aunch gleiche Ranmlage haben, so kann
man die fehlenden Zahlenpaare (wenigstens in 56 von 58 Fillen) sofort
in das Schema cintragen, wie in den beiden letzten der nun folgen-
den 4 Beispiele zu der obigen Klassifikation zu ersehen ist. Alle
anderen Zahlen lassen sich durch Differenzenbildung finden, oder auch
durch Mittelwertbildung allein zwischen allen Zahlen der 1. und IIL
Klasse, Die konstante Summe von je 3 Zahlen in den D, und D,

e ke Xk [k e k e
kfk fwif kfk
e ke k [k e k e
Efk fw i kEfL
Ffwif wew [fwl/
EFfrr fwi{f EkEfEk
e ke k [k e k e
kfk [fwif kfk
e k e k [k e Kk e
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betrigt beim Achtzell 123, Nach den frither aufgestellten Bedingun-
gen muss sie sich wenigstens 144 Mal bilden lassen. In den beiden
Liosungen des 1, Falles hat ausserdem je eine Diagonale der 24 Grenz-
quadrate diese gleiche Summe. Zur leichteren Ubersicht in den Zah-
lenbeispielen sei die Lage der verschiedenen Achtzellpunkte noch ein-
mal zusammengestellt. Es bedeuten:

¢ = 16 Eekpunkte

ko = 32 antenmittelpunkte
/ = 24 Flichenmittelpunkte
w = 8 Wiirfelmittelpunite
z = 1 Zellmittelpunkt.

14 48 61 B2 BY 12 57 16 50 714 46 63 b4 59 10 55 18 50°
86 67 20 65 27 31 922 29 T2 94 69 20 65 20 33 24 29 70
73 8 42 6 87 80 44 78 1 75 8 40 48 8 44 7 3
o8 71 24 89 19 85 26 83 64 30 71 22 67 21 85 26 81 66
77 348 T 4175 5979 5 77 1 45 9 473 a7 Bl 5
18 49 56 47 63 18  bBS 11 B4 16 51 66 47 61 15 60 11 52
81 4 38 246 76 40 U 9 79 6 38 2 48 78 42 T4 T
10 53 60 51 BB 17 62 15 46 12 B3 58 49 H7 17 62 18 48

82 66 25 70 283 B0 21 34 68 82 64 27 T2 23 28 19 36 6§

Die beiden Liosungen des ersten Falles

X = = o - - - 21 - e e e e e e e -
144 - 427 « - - - - - - 427 - ™ - -
50 57 X 61 14 - X - - - B - Bl 14 « - - -
O 1 - - - 19 - 2582 -
- 8 - T - -1 - - 144 7T - 75 388 -
. SO - B0 BT~ 68 - - -
- e - . 6821 - 25 82 - - - - 8891 - 27 -
- - - - 940 - 8881 - = B . 940 - - -
BE - - m e w e e = e e e e e e e

Zweiter Fall Dritter Fall
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V. BINZELHETTEN ZU DEN 8 KLASSIFIKATIONSFALLEN,

s lohnt sich, etwas niher auf den ersten Fall einzugehen,
weshalb auch beide Losungen gebracht wurden. Er zeigt von den
drei Féllen die grosste Symmetrie. Bin Achtzell kann den Kckpunkten
‘nach in zwei 16-Zelle (Z,,) zerlegt werden, analog wie der Wirfel in
zwel Tetracder. Ein Z,, ist ein regulires Polytop des R,, das von 16
Tetraedern begrenzt wird und 8 Keken hab; es ist das duale Gebilde
zum Zg. Die Kanton der beiden Z,, sind die ¥Flichendiagonalen des
© Zy. Achten wir zunichst auf die gesetzmassige Verteilung der geraden
und ungeraden Zahlen, Die Zahlen der 1. und II. Klasse sind nuar
ungerade Zahlen. Sie stehen in den Witrfelmittelpunkten (w), (die der
Lage nach auch ein Z,; bilden), und in den 8 Eckpunkten (¢) eines
der beiden Z,;. Die 8 Eckpunkte (¢) des anderen Z,, enthalten nur
gerade Zahlen; im Dreiziffernsysfem entsprechen ihnen solche IKom-
binationen, die dreimal eine 1 enthalten; (sie seien fernerhin als Zahlen
einer III. Klasse bezeichnet). Die beiden Liésungeli unterscheiden sich
dadurch, dass die Zahlen der ervsten und zweiten Klasse vertanscht
werden, wihrend das Z,, mit geraden Zahlen beiden gemeinsam ist.
In den 32 Kantemmnitten (&) stehen nur gerade und in den 24 Flichen-
mitten nur ungerade Zahlen. Beim 7, mit ungeraden Kcolkzahlen steht
in der Mitte der 24 Kanten immer das arithinetische Mittel der beiden
Ecken. So sind z B. die 6 von Feke [1] ausgehenden Kanten (Flichen-
diagonalen}: 1-5-9; 1-11-21; 1-13-25; 1-8Y-78; 1-31-61; 1-20-57. Die
B Iicken des anderen Z, mit geraden Zallen sind die arithmetischen
Mittel zwischen den zwel Zahlen der I. und IL. Klasse, die auf den
4 von einer Icke augsgehenden Korperdiagonalen der Grengwirfel
liegen: z. B. ist die Kcke [14] Mittelwert von 27 und 1; von 19 und
9; von 7 und 21; von 3 und 2b. Sie sind auch die Mittelwerte von
den 8 Paaren Flichenzahlen (f), die dem Diametralpunkt am nichsten
liegen; so ist [14] Mittelwert von 18 und 16, von & und 28, von 11
und 17. Auf Grund dieser Eigenschaft wurde die Stellung aller Eck-
zahlen in den beiden Lisungsschemata bestimmt. Wie schon erwihnt
- wurde, betrigt die Summe der 8 Zahlen in den Kanten des zweiten
Zy; immer 123. Von Xcke [14] z, B, gehen folgende & Kanten (Fli-
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chendiagonalen) aus: 14-59-50; 14-65-44; 14-67-42; 14-69-40; 14-71-38;
14-77-32. An jeder Kcke des Z; stossen 6 Grenzquadrate zusammen;
in diesen Quadraten sind die Ecken des zweiten Z,, (die Zahlen der
TI1. Klasse) wieder die arithmetischen Mittel der micht anliegenden
Kantenmitten; so ist {14] Mittelwert von 8 und 20, von 12 nnd 16,
von 6 und 22, von 24 nnd 4, von 18 und 10, von 2 und 26. Die
Kanten der beiden 7, schueiden sich in den 24 Flichenmittelpunkten
(f) des Zg. Diese 24 Punkte bilden die Kcken eines regelmissigen
- 94-Ziolls, cines zu sich selbst dualen Polytops, das von 24 Oktaedern
begrenzt wird. Es kann in 3 Z,, zerlegt werden, die zu je zweien ein
Zis bilden. Auf eine Zahlenverteilung in diesem Gebilde soll hier nicht
weiter eingegangen werden, da sic auch wesentlich komplizierter ist.

Bei der als Beispiel fiir den zweiten Klassifikationsfall gewihlten
Losung sind die 8 mittleren Quadrate D, I, I identisch mit den dar-
iiber stehenden., Die frithere w-Zah! 27 wird zur Ickzahl; und zwar
kann sie bei den 4 hier ableitbaren Liosungen eine der Stellen a ein-
nehmen, je nachdem statt 73 die Zahlen 61,57 oder 1 als w-Zahlen
gewihlt werden. Das gleiche wie fiir 27 gilt auch fiir die anderen
w-Zahlen (8, 7, 19) und fir die aus der zweiten Losung des ersten
Talles sich ergebenden Ableitungen, sodass die Gesamtzahl gleich
4.4.9 = 82 ist. Die Eckzahlen des fritheren Grenzwiirfels A, B, C
ritcken in einen Wiirfel 2% zusammen, in dessen Korperdiagonale 50-73
noch die Zahl 27 steht, Mittelwert dieser 9 Zahlen ist 41. Auch hier
gind dieselben Mittelwert- und Differenzenbildungen wie frither mog-
lich; jedoch ist die topologische Lage der Zahlen eine andere, weil
keine Symmetrie mehr vorhanden ist.

Der dritte Fall leitet sich ans dem zweiten ab, indem man die 3
Quadrate B, 1, H beibehilt und eine der Zahlen 1 oder BY zur w-Zahl
macht, Die Zahlen 3 und 55 nehmen jetzt Kantenmitten ein. Auch
hier gehoren zum gleichbleibenden mittleren Quadrat I 4 Losungen,

da 61 auch an Stelle von 73 treten kann. Entsprechend den (é)

Kombinationen fiir das Quadrat E gibt es also 6.4 = 24 Losungen.
Aus Symmetriegrimden sind die aus der zweiten Losung des ersten
Talles ableitbaren Losungen mit den obigen 24 identisch. Die 4 Zah-
lenpaare in den Kantenmitten (61, 55, 67, 8) vertreten die 4 Dimen-
sionsrichtungen, withrend im zweiten Talle die 4 Dimensionen durch
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die 8 Zahlenpaare in Kantenmitten (61, 57, 1), die der Ecke 50 benach-
bart sind, und durch die Kante 50-B5 vertreten sind. Beim dritten
Fall ermoglichen die Zahlen der III. Klasse, (die hier alle in Flachen-
mitten stehen), sowohl mit den Kanten- als Winrfelzahlen einen ge-
schlossenen Zug unmittelbar henachbarter Zahlen:

61 79 25 27 21 3 57 55
14 o5 42 7388132 19 68 9407544 15063 14.

VI, SCHNITTE DURCH DAS ACHTZELL
UND GLEICHGEWICHT DER ZAHLEN,

Zur Bestimmung der Gleichgewichislage der Zahlen im Achtzell,
Wirfel und Quadrat sind die Abstiinde paralleler Schnitte von einem
Schnitt durch die Mitte des Grebildes in Betracht zu ziehen. Als Bei-
spiel seien in allen 8 Féllen Schnitte senkrecht zu einer Diagonalen D,
gewahlt. Das Achtzell (von der I{antenlinge 4) ist durch parallele.
Ry-Riéume zu schneiden. (s. Fig, 4). Der Mittelschnitt (0) ist ein re-
gelmissiges Oltaeder von der Kantenlinge 4)/2. Im Abstand ==1
wird das Z; in Tetraedern von der Kantenlinge 6)/2 geschnitten,
deren Tcken so abgeschnitten sind, dass von ihren 4 Seitenflichen
noch regelmissige Sechsecke iibrig bleiben. Die Schnitte sind also
12-eckige halbregulive Korper von der Kantenlinge 2072, In den Ab-
stinden =% und =3 sind die Schnitte vollstindige Tetraeder mit
Kanten 412 baw. 2)72, Im Abstand = 4 nehmen die Schnittriume
nur noch die Endpunkte der Zelldiagonalen auf. Eine Zusammenstel-
lung der Schnitte, eingeordnet in das frithere Zahlenschema, ist hier

482 83821 210
321 210 1 0—1
210 1 0—1 0—1-8
3 2 1 210 i 0—1
210 1 0—1 0—~1-2
1 Ol Q=18 198



g, 4.
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gogeben. Die Zahlen bedeuten die absoluten Abstdinde vom Mittel-
schnitt 0. Die statischen Momente sind die Produkte der Zahlen des
Achtzells mit den Abstandszahlen, die sich in gleicker Liage im neuen
Schema befinden. Die Gesamtsunme ist in allen Lagen des Achtzells
bei allen Losungen immer Null, was eben Gleichgewicht bedeutet.
Der «erste Fall » zeigt auch bei den Schnitten Sonderheiten, die den
anderen Losungen nicht eignen. An IHand der Fig, 4, die ausser dem
Mittelschnitt die Halfte der anderen Schnitte senkrecht zur Zelldia-
gonalen 14-68 wiedergibt, sei anf diese hingewiesen. Das Oktacder
zeigh ganz die Eigenschaften, auch in bezug auf seine vier- und
sechseckigen Schnitte, wie sie frither beim Wiurfel 8° erwahnt wurden (*).
Zusammen mit den Verbindungen nach den Endpunkten der Zelldia-
gonalen 14-68 bildet es das Z, mit den geraden Ickzahlen. Beim
Schnitt des halbreguliren Achtflichners sind die Eckpunkte von jeder
gemeinsamen Kante der Sechsecke von Zahlen besetzt, deren Mittel-
. wert 14 ist. In den Mittelpunkten der Sechsecke stehen die Zahlen
der II. Klasse, die das Z; eindeutig bestimmten; auch ihr Mittelwert
ist L4, Beim grosseren Tetracder steht der Mittelwert je zweier Ecken
in den Kantenmitten, die ihrerseits immer 68 zum Mittelwert haben.
Beim kleinen Tetracder ist der Mittelwert der Fcken gleich 41, der
Zahl im Zellmittelpunkt. In anderer Form wurde auf diese Sachver-
halte teilweise schon hingewiesen. Wahlt man die Schnitte senkrecht
zu einer anderen Zelldi&gonalen', etwa B7-26, die dem Z,; mit unge-
raden Zahlen angehirt, so treten andere Symmetrieeigenschatten auf,
die im einzelnen festzustellen dem Leser tiberlassen sei. Hier ist = B.
der Mittelwert von 5 Zahlen, dem Endpunkt der Diagonalen (57) und
" den 4 benachbarten Eckpunlten des g]f(’jsserén Tetraeders (14, 50, 44, 40)
immer gleich 41. M den Kantenmitten dieses Tetracders stehen Zah-
len, dié je zwei Eckzahlen zur Summe 128 erginzen; gegeniiber
29 33 89
69 G5 by
am anderen Fnde der Zelldiagonalen) zu 123 erginzt. Es besteht
also eine gewisse Dualitit zwischen Mittelwert- und Differenzenbildung
bei den mwel 16-Zellen, in die das Achtzell zerlegt werden kanm.

licgende Kantenzahlen werden ihrerseits durch 25 {die Zahl

() Mit den Zahlen einer arithmetischen Reihe ist aber eine solche Vertei-
lung nicht mbglich,
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‘Wihrend die zuletzt genannten Zahlen im ersten Lésungsschema schein-
bar zersireut liegen, wie z. 3. das Tripel 89,25, 59, erscheinen sie bei
der zweiten Losung in symmetrischer Anordnung.

Beim oben gegebenen Schema der Abstandszahlen Lkonnen die
3 mittleren Quadrate D, &, I auch dic Schnitte in relativen Abstanden
durch einen Wirfel 3° versinnbilden. Angewandt auf das frither ge-
gebene Beispiel sind die Schnitte semkrecht zmr Kérperdiagonalen.
1-27 folgende:

24 16 8 2 21 10 .
17 183 5 i
1 3 19 22 14 6 9 25 27
28 15 11
18 7 26 20 12 4

~ Auch hier verschwindet die Summe der statischen Momente, denn
1.84585.2+97.1+0—01.1-—29.2—27V.83 =0

Beim Quadrat (E) ist es ebenso, was eine unmittelbare Folge
der Mittelwertbildung ist:

8.244.140—16-1—2.2 =0

Man kénnte mit demselben Ergebnis die Schnitte auch in anderer
Weise durch das Achtzell legen. Doch sei darauf nicht weiter einge-
gangen, vielmehr kehren wir noch einmal zu den beiden Konstruk-
tionsmethoden des Achtzells zuriick.

VIi. VERGLEICH DER BEIDEN LOSUNGSARTEN.

Vergleicht man die beiden Lésungsmethoden mit einander, so
hat die zweite (die der Mittelwert- und Differenzenbildung) fitr eine
praktische Durchfithrung des Problems sicher den Vorzug; wihrend
man fiir Bewoise und eine tiefere insicht immer die erste Methode
(Bewegungstransformationen des Achtzells der Fig. 3) anwenden wird.
Betrachten wir den so ausfiihrlich behandelten «evsten Fall » auch
kurz in der anderen Methode, Wenn A eine i—~D1‘e]1ung des Achtzells
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um eine der 6 Koordinatenehenen bedeutet, so ist A* die %-Drehung
und A=At die i—-Drehung im entgegengesetzten Sinn um dieselbe
Ebene. B bedeute die entsprechende Drehung um eine andere Koor-
dinatenehene und zwar um die, die mit der ersten nur den Ursprung,
'keine Achse gemeinsam hat; z. B. die &, ay-Ebene und die @, x~Ebene.
In diesem Felle ist die Multiplikation der Operationen auch kommu-
tativ, also A-B=DB.A. Die vierziffrigen Zahlenkombinationen in
den Z,-Punkten kommen suf folgende Weise zustande:

".die 1. Ziffor durch die Identitit oder Umwendung J oder A?.B*

» 2. > » » Doppeldrehungen A-B » A-*.B™
» 3. » » » » A.B>» A*.B
» & » » » einfachen %-Drehungen Al »  B?

In der zweiten Spalte stehen die mit A*.B? multiplizierten Trans-
formationen der ersten Spalte. Beide Spalten ergeben dieselbe Lio-
-sung; wihlt man aber in den 4 Reihen einmal oder dreimal die im
Schema rechts stehende Transformation, so erhilt man die andere
Losung des ersten Falles. Diese 8 Transformationen zusammen bilden
eine Gruppe G, die eine Untergruppe der alternierenden Gruppe
des Achtzells ist. Wegen der Gruppeneigenscheft kann die Reihen-
folge der 4 Ziffern bei den Kombinationsbildungen auch ganz beliebig
_gowihlt werden. Entsprechend den 3 Paaren der Koordinatenebenen gibt
es 3 solcher Gg, die aber immer zu einer der beiden Lisungen fizhren.
Auch 4 von den 8 sogenannten Vierergruppen von F. Kirrw und deren
Kombinationen unter einander fihren zu den Lésungen des ersten
Talles. Die anderen 4 Vierergruppen bestehen aus Operationen, die die
« Kinerebenen » der Fig. 8. in verbotener Weise transformieren, sodass
‘deren Ausschluss sich gruppentheoretisch genau definicren lisst. Die
8 Vierergruppen mit den 3 oben erwahnten Gy bilden eine Gruppe Gys.
Eine Kurinsche Vierergruppe besteht in geometrischer Deutung ausser
der Identitit aus 3 verschiedenen %wDrehungen um [Ebenen, die
9 Paare gegeniiber liegender Flichendiagonalen enthalton; 4 Eckpunkte
‘des %, sind also Ruhepunkte der Transformationen. In den ebenen
Tiguren 2, und 3. wire eine Rechts-Links-Spiegelung eine solche
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Operation. Es gibt 12 von diesen Rotationsebenen. Thre Gleichungen
sind von der Form
Xy Xy == By, =0,

wo ¢, jk,m eine Permutation von 1,2,8,4 ist,

VIII. DIE ZWEI LETZTEN BEDINGUNGEN
FUR EINE VERALLGEMEINERUNG.

Zum Abschluss der Untersuchung seien hinreichende Bedingun-
gen angegeben, die. eine Erweiterung des Problems im Sinne der 3)
und 4) Forderung (bei Formel [3]) ermdglichen. Wir beschrinken uns
aguf den Fall, dass die Kanten mit einer ungeraden Anzahl p von
Zshlen besetzt sind. Fur gerades p ist die Losungsmethode in man-
chen Punkten verschieden; ftir » von der Form 4m einfacher, und
fir p=4m+2 etwas umstindlicher. Auch ist die Frage offen gelassen,
ob die Bedingung 4) im Falle p = 4m + 2 erfiillbar ist oder nicht (*).
Nach der Bedingung B8) ldsst es sich beim Achtzell im Falle p =15
zum ersten Mal verwirklichen, dass die Flichen- und Kérperdiago-
nalen in allen Schichten und Wirfeln die gleiche Summe der p Zahlen
haben. Gehen wir zuriick zur Fig. 2. Von Punkt 0 gehen nach «, &y, 3

4 Kanten parallel den 4 Dimensionsrichtungen aus; ebenso (;‘) =6

Flichendiagonalen nach den Punkten «+8; y+8 usw., dann (g) =4

Kérpel'diagonalen nach den Punkten o+ £ +v; §+y + 9, usw., endlich
1 Zelldiagonale nach o + @ +y + 3. Das gleiche gilt fiir jeden anderen
Eckpunkt. Auf allen Verbindungslinien und den Parallelen dazu muss
dic Summe der p Zshlen gleich scin. Die Zahlen o, B, y, 8 und ihre
additiven Verbindungen erhalten jetzt noch eine andere Bedeutung.
Ausser dass sie dic Zahlen in den Eckpunkten bezeichnen, geben sie
auch die Differenz in den arithmetischen Reihen an, mit denen die
Verbindungen der Ecke O mit den anderen Eckpunkten und die Paral-
lelen dazu zu besetzen sind. Wiirden also zwei Ecken gleiche Zahlen

(*} Vgl. « Am. J, of Math. 719», {1897), pp. 99 if.
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enthalten, so wiren auch alle Zahlen der Verbindungslinie mit diesen
gleich. Die Parallelen zu dieser Verbindungslinie enthielten dann auch
gleiche, von den vorigen aber verschiedene Zahlen, sodass die Summe
in allen Parallelen niemals dieselbe sein kann. Deshalb ist es notwen-
dig, dass o, P, v, 5 und ihre additiven Verbindungen alle verschieden
sind. Gleiche Zahlen diirfen hochstens in einer Zelldiagonalen D, auf-
treten, weil zu diesen loine Parallelen existieren. «, fi,y, 8 miissen auch
relativ prim zu p sein; denn sonst wirden sich in den Kanten gleiche
Zahlen gruppenweise wiederholen. Diese Bedingungen sind erfialls,
wenn man for «, f,y,d die Potenzen von 2, also 2°, 24, 2%, 2° wihlt.
Zweckmissig ist es im Falle p=2"— 1, statt der hdchsten Potenz
von 2 die um 1 kleinere Zahl zu wihlen, weil dann in der Zelldiago-
nelen mit gleichen Ziffern sofort die richtige Summe auftritt. Ist p
keine Primzahl, so miissen in der natiirlichen Zahlenfolge Umstellun-
gen vorgemommen werden, sodass z B. fir p =15 auch bei Dreier-
und Finfersprimgen von jeder Zahl aus sich die gleiche Summe bilden
lasst. Dem Gedenkengang nach sei jetzt die Losung fir die Falle 15*
und 17* gegeben. Bs sei p=15; a =1, =2, y =4, 3=7. In den
von O ausgehenden Kanten stehen also die aritmethischen Reihen

nach o: 1514 13121110 9 8 7 6 5 4 38 2 1
nach : 156 1811 9 7 5 5 1141210 8 6 4 2
nach y: 1511 7 81410 6 213 9 5 112 B 4
nach §: 15 8 1 9 210 311 412 H 18 614 7

Statt der Zahl 15 ist dic kongruente Zahl O zu setzen; negative Zahleu
sind im Schema schon durch die (mod 15) kongruenten positiven
ersetzt. Die letzte Spalte enthilt die fér o, 8,y,d gewshlten Werte.
Stellt man die additiven Verbindungen zusemmen und zwar geordnet
nach gegeniiber liegenden Punkten, so ersieht man, dass alle 15 Zahlen
in den 16 FEckpunkten vorkommen und die Summe in der Zelldiago-
nalen 7,7,7,... die gleiche wie in anderen Reihen oder Diagonalen ist.

cc:l, [5+Y+8:13; aci—ﬁ:S, Y+8m115
=2, ot-?-'{-i—Sz].?a; o +y =5, f+3= 9
v =4, o+ f+ 8 =10; o4+ 8 =8, Lry= 6;
8 =71, a+Ptye= T; 0=0, e+ B4y =14
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Usn zu erreichen, dass in der natitrlichen Zahlenreihe O bis 14 bei
Dreier- oder Finferspringen keine Gruppen mit verschiedenen Zahlen-
werten auftreten, (was in manchen Diagonalen vorkommt), ordnen wir
die Zahlen in ein rechteckiges Schema ein, derart dass in Reihen

41814 8 1|=2b
5 8 7 8 9|=85
12 2 010 11| ==36

21 21 21 21 21

und Spalten sich je gleiche Summen ergeben. Die urspriinglichen
Zahlen werden dann durch eine dem Schema gesetzmissig entnommene
Zahlenfolge ersetzt, wobei die Zahl 7 erhalten bleibt:

1 2 8 45 6 7 8 9510111213 14
6 0 3 91213 710 1 b 214 811

0

4

‘Wenn bei den 4 Bewegungstransformationen des Achtzells (zur Bil-

dung vierziffriger Kombinationen im Zahlensystem mit der Basis 15)

die Zelldiagonale mit gleichen Ziffern nicht mehrmals zusammentallt,

und wenn die Dimensionsrichtungen durch die Bewegungen zyllisch

vertauscht werden, dann kommen alle Kombinationen wirklich zustande,
sodass fiir 15 die Aufgabe geldst ist,

Bei 174 withlt man § =8; (allgemein bei noch grisseren Zahlen p,

3 213;21) In den Ecken tritt keine Zahl mehr zweimal auf, und

weil 17 Primzahl ist, kann die Reihenfolge der Zahlen ganz beliobig
genommen werden. Der Sinn der Bedingung 4) sei an einem Beispiel
.der Ebene gezeigt. Das folgende Quadrat setzt sich aus vier gleichen

16 10 8 ¢ 15 10 3
& 5 18 9 4 B 18
14 11 2 7 14 11 2
1 8 18 12 1 8 13 12
1 10 8 6 15 10 3
4 5 18 9 4 5 18
4 1 2 7 14 11 2 7
1 8 13 12 1. 8 13 12

-] O Oy

w oy
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Quadraten zusammen. Wie man auch ein 4* herausgreift, immer sind
auch in den Diggonalen die Bedingungen fiir ein Zahlenquadrat erfillt.
Setzt man in ghnlicher Weise 16 gleiche Z; zu einem linear doppelt
s0 grossen zusammen, so kann jede Zahl zum Mittelpunkt des Zells
gewihlt werden. Bestimmt man die Anzahl der verschiedenen Dia-
gonalen mit den jetzt hinzugekommenen Nebendiagonalen, so dnders
sich Formel [2] in

(24] DY = 2 ()

gsodass 2 D', angibt, auf wie viele Weisen sich die konstante Summe
von p Zahlen bilden lasst:

! 1 A —
(Ba] ZD:;:g(?’"*l)P 4
%

Im TFalle 17¢ ist die Anzahl 196 520, gegeniiber 23 400, die durch
die Forderungen 1) bis 3) verlangt werden.






